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� ����������� ������	�������� ������� 
� �� ���������� ��� �����

��������� �� �������������# �� �����	
� �	
 ���
����	�	
 ��� ���� ��������	

������ ����� ��������� ����������� ���� �� ��
��� ��� ������� ���� ����� ���� ���������

��� �����"
� 	 ������
� ��� ������ ��� �� ����
��� ��� �	� �	�� ���� �������
�

�����"
 ����.��#

*�� *��
� /=#;� �� ������� ���� ��� �� ������� ���
����	�	
� �����������

��������� ��� I(���
���J# )���������� 	 ����
��� �������� �� I�	
���������J �	�

��	�������� 	 ����� ��	 ��������  � 
������� �� �� ������ ����
���� ���  � ������

��H ��� ���
����	 �� ����� ��� ����� �� ������� ���
����	�	
�� ��� �� �����������

�"� �����#�� �����#������ �� ���#�� �#�� ��
 �� �	��!��
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���
	�� ��� ���	����

������ �������

������� ���	�
�����


������� ��������
 �����

��������

�%��	 &'(,* *����&��
� ���� ��� ���� �� ��
 ������
���
( +�� ����������
�

��������� �� ������� �,��
���� ��� �������� ������
����� �
�%���
��� ��
������

��
 -	%������.(

�� 
��� 
������	
 ����� ��� ����� �� ������� �������	
 
����� ��� ��� �� 
����� ��


��� �	
 ����
��	
 .��-	
 ����� ��� ����� �� ������ ��������#

�����! "����������� �#�$���� ��� %���&$��

0 ������������ ��
� �	
 ������
 ��� ������������ ����� 	 ������ ��
� ��� 
����� ��

��	��
����	 �� �������� �� ����������� ���� ����
��� ������ ��#�#� ��&����� �������

����
��� ������ ������ �#�#� ��� ��� 
��� ��� ���� ��������	 ������# �� ���������

����� ������
 �������� ����������	��
� ������� 
� �	� ��������	# $�� ��������
��

	 ����
����� ��"&�� ����� ���
 �	
������
 ���������
 ��� 
��� ����� �������.�� ���

����� ��� ���������� 	 ������� ��� �����	� ���� ��� ����� �������.�� �� "�

� '���

��� ����&��� ���� � �� � ��
��
 ���.�� �� ���� ��� �
�������� �
� �� ���
 
�������


��� ����
����# (���	
 ����� �������� ������ ����
���� �������
��� ��� ��������!


���
 ����
���
� �� ����� ��������
���
 ���������
 "��
���� ������������� ������


"��� �� 	 ��������� ������� ��� ��������
��� ����� �� ���������� ������ �� ������

������� ��� �	 ��������
��	 ����
���# /��� ��	��� ���"
 �� ��-	�	 �	
 ����
�#

����� �
������� �
� ����"���
� �������� ������� ������
�
� ���� 
� ���� ���

����� �������"����� �������� ��� �� 
����� ��� ������ ����
���� ��� ��	� ������

�������� �������# '(�� ���� ��������
� ����� �	� ������� ��� ��
��� ��� ����� �

�
���
 ���
���
 �������
�
# *� �����
 ������"���
 �� ���������� ���
����	�	




����� ����������	 �� 
	�� ��������� ���� 	 C

���� �����
 �������
 ������
���� �� �����-�� ��� ���
��� ��
�� ���� �����  � ����!

 ���� ��� ������ ����
����# 0 ������� ���  � 
������� �� �-������� ��� 
��� ���

��� ��� 
� ��� ��
����� "��� �� �������� 	 ������
� ��� ����������� ��� ��������

��
��� ���
 ������� 
���� �"��� ���� �� �-������� ��� ��� �	� ���
���� ��� '�&$���

�	� ��� ���
�� ��� ���������� �
������� �	
 �� � �������
 ���#

������� ������	
���
� �������
�

����	
 �������

������� ������
�
�
�

������� ��
����
� �����

��������

�%��	 &'(-* /� ����%�� ��� �������
��
�� �"�������(

$�� ���
 �������� �����
 ��� ��� ������
 �����
 ����
����
� ������	 ������

��
  � ���� ���
 �� ��
����� ��� ���� ��������	 ������� �� ����������	 �� 	

��
� �	
 ������
 ��� �������� 
� ����� �� ��������� ��� �� � ������� �� ��
�����

��	�������
 ��� ����������� ���� ������� �����.���� ���� ��� �� ������� ����������#

$�� ��������
�� �����  �
��� �� ���������� ���
����	�	
 �� 
����� �� �������.��

����.�
��� �� ��	������� ��� ������� ��������� �� ��� ������ ����
����  � ������

�� 
����� �� ���
 ���� ��������
��� ��
�� ��� �� ����� ������ ��� ������ �������

�� ������
���� �	� ���� �	
 
������	
 � �� ����&�� �	� ����� ������ ��� ������

���� ������
 ��
 ���� ������
 ������	��
� ������
���� �� ������� �� 	 
������	

����# /��� 	 ������	 �	
 ��	�������
 ��� 	 ����	&	 ����������"� ��� ������

������� ��� ����������
 ��� ������� ���� �������� ���
�.���� �������
��
� �"������

� cross-layer design ��� ������� ��������.���� ��� *��
� /=#@ ��� ��� ����%�� ���

���������� �	 ������ ��� ����������� ��� ��� ���� �������
 
� �� ��� ��� �� �������#

(���� ����
� ������� ��
 ���� ��� �� ����
� �	
 ��������
��	
 �������	
 ���

��������� ��������
 ��� ����� ��� I�-�"
���
J �	
 ���-���	���
 ��� ���������  �
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��� �������� ��
�������� ��� ��� ���� ��������

����������.����
 ��������
���
 ����
�����
# /��������  � ������������� 
�����


��� ������ �� ��
����� ����"
��
�� ���������� ��	��
����"���
 �$��
�� �������

��� ����"� ��� ��"&�� ���������� �� "
 ��� ��� �	� ����
����� ��"&�� �� ���� ���

����
���
 
� ��������
��
 ��	 ������� �� �����	�	#

���# $�����
�
%��� &���"�


�� ������  �
� ��� ����
�������� 	 ������� ����� ����� �	� �������	 
���� ���

���� ��������	 ������# '(��� ������� �� .��	
� �	
 ���
����	�	
� K9L� K;L� K@L� K<L� ��

����
����� ��� ������� ��������� KAL� ��  �
� �	
 �������
��	
 ����	
 ��&����"�

����	
���� ��� ����
���� �����"� �������� K>L� KBL� �� "
 ��� �	
 �������
��	


����	
 ���� ��������	 ������� 
��� �� ����
��� ������ ������� K?L� KCL� K9:L� K99L�

����� ���� ��� �� ������� ����
 �	
 �������
#

+������� �����
 ��������
� ���������� ��� ������ 
�� �������	
 
���� ���

����� ����� �� ���� ������
# *� ������
 ���

�
� �� �����������
 
������ �� ����!

����� �� ��� �
���
 ����� ��� ������ "��
�������
������ ��� 
�������"� ���
# 0

��"�	 �
��� ����� ������ �� ���������� ��� ������ ��� �� ������������ �� 
���


� 
��� �������� �� ������
 �	
 ����-	
 ����
���� ���
 
������		# �� ����������

�	
 �
���
 ����
 
������ �� ���
������ ����
����� ��"���� ����������� ��� ��#

��� ���������� ���� ��� ����� ����� ����
��	 	 ����
� ��� 
�������� ���
 ��
��
#

(����� ��������� ��
 	 ���	 �
��� ����������� ����� ������ ��� 
��������� ��

����� ����
���
 �������
 ����
�
 ��� �� ����� 
������ �� ���
������ ����
�����

������������
�� ����������� ��� ����� ���������#

���!�� ��#��� ��	��&���� ��� �	 ��� ���� �	� �����&�	�

��� �	� %���'���&�	� ��� 	�

0 ��"�	 ���	����� ������������ ����������� �� ������ �� ���������� ��� ����������

����
 ������
 �� ������������� 
� ����� �	 
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��������


�-�����
 ������&���
�
 ������������# �� 1((( ?:;#99� K9;L� ����
��� ������ �������

�����������	 ���� 
�� �scheduling
�
	$�
������% �!��������% ��� �� ���
���� contention-based ����
������
�
����������	 ���� 
�� �collision
�



���!� "�#
����	���� $��� �	 99

��� ����� �����
��� ��� CSMA/CA �Carier Sense Multiple Access with Collision

Avoidance�� ����� ��� ���� ������ ��������
�# (������ ��� ���� ��"�
���
 �
�#

"
����� %���������� �� ���������� MACA� K9@L� ��	��
������ ��� ��"�
���
 "����#

,��� RTS/CTS �Ready-To-Send/Clear-To-Send�# /���
 � 
	�����
�
 ���� ����� ��

�����
 ��� �� ���������� ��
 ���	����
 �����"���
 ��� ������������ ��� �� �����	
�

��� ������
�� ��� ��� ���������
�� ��
���� �	
������� ��������� ��������
�� �	


������	
 ��� ���� ��������	 �������� K9<L#

3�� ������� ���������	 ��� ������
���
 ����� ��������� ��� *��
� /=#<# '(���

��
 ��� �	� ��������.�
��	 ��������� ��� *��
���
 /=#<���� ��
����� �"�� ������


��� 	 
������	 u → v# (���� �������
 ��
 ��������� ��� 
�� �����"� �������� ���

�	� ������ ��
 �� ��� �������� ����
��� ��� ������� ���� � ��
��
 v ��
����� �	�

��	������� ��� � ��
��
 u  ���� �� ��� 
����"���# 7��� �	 �������� �	
 
������	


�� ��� 
���������� u → v� � ��
��
 χ ����
 �	
 ���������
 ��� 
����� 
� ���


	�����
� ��������	
 �������
 �� �����	� �� �� ������
 ����
 ��
��
 
��������

���
 ��� ��
�� v# *����"
� ���� �	 ����
� ��� � ��
��
 χ �������.�� ��
  ����

�� 
����"��� ��	������� ���� ��
�� v� ����.�� �	 
������	 χ → v ��" �	� ����

����
� ��
����� �"�� ��� 	 
������	 u → v# (����� ��
������ �"�� ����������

�� 
��������
 u → v ��� χ → v� �� ��������
� ����� 	 ��������� ���
 ��� ������ �

��
��
 v ��� 
����� �� ����� ����� ��
�� ��� ��
 ��� 
� �������� ����
 �� %����&
#

u

υ
χ

u

υ
χ

ψ

�� ��������� �	�
��� �� �
���������� �	�
���

�%��	 &'(.* ���������� ������
�� ��� ���������
�� �
� ��(

'(�� ��������
� ���� ��
���� ��
��� �
����.���� ��� *��
� /=#<���# *�	� ����!

����.�
��	 ��������� � ��
��
 v �
����.���� �� 
�������� ���� ��
�� u# ) ��
��


χ  ���� �� 
����"��� ���� ��
�� ψ# (� ������
� �-�����
 ��� 
	�����
�� ��������	


�������
� � ��
��
 χ ������
������� 
��������
 �� ��
������ �"�� ���������
���

������������	 ���� 
�� �carrier sense
�
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�	 
������	 v → u� ��� ��� 
�������� ���� ��
�� ψ� ������ ��� 	 
������	 χ→ ψ

 � ���� �������
 �	 
������	 χ → ψ ��� ��	���.�� ��� ���� ��	���.���� ��� �	


������	 v → u�#

/�������� 
� �� �������� ��������
�� ����� ���������� �� ������������ � 
	!

�����
�
 RTS/CTS � �����
 ������ �� �� �������� �� �����	
� ��� �������� �

���

���
 ��� � ���� ��
���
 ��
��
# )���������� � 
	�����
�
 ����
 ��������� ��

���� ��
�� χ ���  ���� �� 
����"��� �� ���� ��
�� v� �	� ����
�� ���
 
	��
���


RTS ���
 ���
 ��
 ����� �����
��� �	������ �	
 ��� �
��
 ��� ��� 
������	 ���


��� ��
�� v# �� 
���
� ����  � �	� �� ��� ����
 ���
 �������
 �� "
 ��� ��� ���

��
�� v# /� ��� 
�������� ��	 ������
 ����
 ��
��
 ���
 ��� ��
�� v� ���� � �����!

����
 ���������� ���� ��
�� χ �� CTS 
���
�� ��� �	�"��� ��
 	 
������	 χ → v


����� ����� �� ����� �"��# *�	� ��������	 ����� ���� �� ����� ��
��� ��� �����

�����	� �� ���� �	� �������� 
	��
���� ���������� �� 
����"����# /� ������


����
 ��
��
� � ��
��
 u ��� ��������
� ��� *��
���
 /=#<���� 
�������� ���
 ���

��
�� v� ���� � ��
��
 v ���  � ����� ���� �� RTS 
���
� ��� �����"
 � ��
��
 χ

���  � ����� ���� �� CTS 
���
� ��� ���  � ������� �� 
��������#

) ����
 
	�����
�
 ����
�����.�� ��� �� �����	
� ��� ���� ��
���� ��
���# /��!

������ 
� �� *��
� /=#<���� � ��
��
 χ  � ������� ��� 
���
� RTS ���  � �	� ��

��� ���
 ��
���
 v ��� ψ# ) ��
��
 v ���  � ������� ���� ��
�� �����	�	� ���� 	


������	 ��� ������.���� ��' �����# ) ��
��
 ψ  � ��������� 
� ��� CTS 
���
�

��� ���� ��������� 	 
������	 χ → ψ  � 
����� �� ����� �"�� ���������� 
� �	


������	 v → u#

+������� ����� ���������� ��� ����.��� �	 ���������� ���
 ���� RTS/CTS


	�����
� �����&��
� 
� �������
 ���������
 ��� �	� �� � ��������	# �� �	
��!

�������� ��� ���� ����� �� MACAW� K9AL� �� FAMA� K9>L� ��� �� DBTMA� K9BL#

%������ �����
� �� �������� ��
 � ��������
���
 
	�����
�
 ��� �������� ��������

��� ��
 �������� ����
���
 ��� ���
 ��#�#� ���� �	
 ��
����
����� ��� ��
�����

������
 ��� ��� ���������� �� �������� ��������	���� �� �����	
� ��� ���

���� ���

��� ���� ��
���� ��
���� K9?L#

��$�
������ ��� #�� �broadcast
 �&�!���



���!� "�#
����	���� $��� �	 9@

���!�! ��	��'	����&�� ��	��&����

0 ������	 �
��� ������������ ���������� ���������� �� ���������� �����
��� ��

TDMA (Time Division Multiple Access) ��� ����� ���������� �������	
 �� ������!

��
 �������
 ����
�
# *�� �����
��� ��� ����.����� �� TDMA��� � �����
 ����.�!

��� �� 
����
 ���
 ��������
 �������
 ��������
� �� �����
 ���
�.����� "��
����������#

'(��
 ����� ����
�
 ��� 
�
 ����� ������� ��
����.�
���
 
� L� �������� ��� ����#
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 �������	
 p �� ����� ����������� �����	
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����# %�������.����� �� ����������
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� �	� ���������	 �����
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 ��� ���
 ���


���
��	 ����
����� ��"&�� �
� ����"���
� �������� �� "��
���&� ����������&�#

/�������
��� �����
��"���� ��������"���� �� ��������
��� �	
 ������	
#

���(�( "	�� ��
 "����� �


0 ��������
��	 �������� ����.���� �� ����� 
��	# �� ��"�� 
���
 ������
����� ��!

�������� ��������# �� ������� 
���
 �������� ��
 ���-���	��
 ���������
 ��������


�������	
 
����� �	� ������� ���
 �� "
 ��� �� ��������
��� ��� �����
��"!

����# �� ����� 
���
 ������
����� �����
�
 ����������
 ��� 
�����
 ��" �� �������


���
 ������
����� �� ��
�����
���# �� ��������� 
���
 �������� �������
��� ���

��	 	���� ��������#



;: 
���
	�� ��� ���	����
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 �� ��� ������#
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��������� %������� ���  � 
��������

�� ��	��
����	 ��� ��� �� ��-����� �	 �� 
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 ��� 7�������� F= ��� ���������� ���� ��������	����

��������
����# N
 �� ������� 
�� ������� �������	 ��� ����������"� ������������
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��� ����
 ��
���
 u ��� v ��� �������� ��" 	 
������	 u → v

���
�����#

u υ′

υ

u υ′

υ

�� ������ ��� 
	�
�� v� �� ���� ��������	� � 
	�
�� v′�

�%��	 0'(1* ��
����
���� �
� �� �� �&����� �� ������������ �������(
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 ����	&	
 ��� ���� �	 ������ ��������	 ������� �� ���������� ���!


����	�	
 �� ������������ ��� ��� ������� ��� ��
��� u� ��� ��
�� v′ ��� *��
���


8=#>���� ���� �����  � ���� 	 ��� �� ����� ������ ����
���� �������� 
������	#

(���� �������
 ��
 	 ������������ ���������� �����	
 ���
 ���� �������
�� �����!

.���� ������ ����� 
���� �� �����	�� ��# 7��� �������� ������� �� ������
���

������� ����� ��� �����
���
 �������
 ����� �����
 ��	 ��������
��	 ��������	�

�� 
������ ����
����������� ��" �������� ����
��� ���
 
������	 ��� ������# *�!

�������� 	 ���	�����	�� ��� ��
��� ���� ���
� 
���������
 �����"���
 �� ��� ���


������
��	
 ���������
� ���
  � ����� ������������� ��� 7������� 0=#

/��!�, 2	���	 ������
 "�$	�&���

)� ���
 ����
���� ��	���.��� �� %����� ��
���� ������
�
 ��� ������# $�� ��!

������
�� �� �������� ������� ����
 ���
 ����
���� ��� �� �� ����
 ������������

������� ���� ������ ����
����� ���� 
����� �� ���� �� ��
 �� ������ ������	��.����

��� "����
 ������ ���	�	
 ���	�	
 ����
����# /� ���� � ��� 
�
 ��� ��"� ����!


���� �� ��� ������ ����� 
�����
 ��� � ����������
 ��� 
�
 ��� ������ ����
����

����� ����	
 
�����
� ���� 
����� �� ���� �� ��
 �� ������ ������	��.���� ��� �,��


������ ���	�	
 ����
����#

'(��� λ 	 ����

���� 
� ����"��
 ������
� ���� �������� ��� ���� ��
�� �� ����

���� �� 
�� ����� �����# %�����"
� 	 ��������	 ��� ��
	��� ������� ����
����

����������� ��� ������
 ��
 ��
�
 ��� �� λ→ 0� ��" 	 ��������	 ��� �&	��� �������

����
���� ����������� ��� ������
 ��
 ��
�
 ��� �� λ→ 1#

*� ��� ���
 ��
	��� ������� ���	�	
 ����
���� ��� ���� 
�� 
������	 ������!

��� �� ����� �"��� ���
������ 
� 
����	 �� ����	�� �� ��
��� ��� ��	���.��� �	


������	 ���� ��	���� �� ��
��� ��� 
������ �� � ������ �	 
������	 �� 
����"!

���� ����������� �� 
	� 
����"���� ��-�����
 �����&	
 ����
����� ��� 	 
������	

�� �������� �������
# /�� �	� ���	 ������� �� ��� ���
 �&	��� ������� ���	�	
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��������
 ��� ���	����	���.����� ��  ����� �� 
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�"���� ���������� ��� �� 
��"����� 	 �� ����	�� ��������
 �	
 �������� 
������	
#
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� ���
 ��� ���
 �����
 
��
 ��������
 �������	
 
���� ����� ��� � �����!

�
�
 ������� ����������� 
� ��������� �����#
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"� ��� �������
 ��
�����# )� 
������
 ����
� ���� �
� ������� �	 ������
������

�	 "��
��� ������������ ��� �����
 ��
 ������&���
� �	� ����
����� ��"&�� �#��

K<>L# *�	 ��������� 	 ������� �����.���� ���
 
������
 �	
 �� 
������	
 ��� �	


���������	
 �����
#

/�������� 
� �	 
������ �� 
������	
� �� ��
���� ���  � ��	��
��������� ����!

������� ����� �� P #

+� ���� 0'() Pi,u→v ��
�� � ����

���� � �������� u → v 
� ��
�� �����"�� ���

"��
������� i(

+� ���� 0'(, 0 ���� ����

���� �����"��� ��� ��������� u → v �� �
� �������)

�
���'���� -������
���� ��� ��������� u→ v. ��� ��� ���'���� �� Pu→v (

+� ���� 0'(- 0 ���� ����

���� �����"��� �� �
� ������� ��
 �����
���
 
��
 ��


�
� �
 ��� ����������) �
���'���� -������
���� ��� ����������. ��� ��� ���'����

�� P (

6���
���� ��
 ��� ������� ����������� ��� L ����� �����
� ������ ��
� Pu→v =
1
L

∑L
i=1 Pi,u→v# 4���"���
 V �� ������ ��� ��
��� ��� ������ ��� N ��� ��� 
�

���"�� ������ ��
� P = 1
N

∑
∀u∈V Pu→v� ���� � ��
��
 v ����� ���
 �������
 ���

��
��� u# 6������� �������� ������
  � ��	��
���������� ������
���� �� ������������

�� ������� 
��� 	 ��������� 
� �� ���� �������� ���������������� ����
 ��������


����� ����� ���#

$�� �	 
������ ���������	
 �����
� �� ����	 �������� ���
 ���	���
���
�  �

��	��
��������� ���������� �� ��
���� B#

+� ���� 0'(. /� ������� Bi,u→v �
������"�� ���
 ����
����� ��"&�� ��� �� ����#

���� u→ v ��� "��
������� i�(

�����������	 ���� 
�� �throughput
�
�)!�������� �� �#��(�� Bi,u→v �	��� � ��#����� ��! ������������� ��� �����(!�	�� i 
���

!������ ��������� ,����& 
��� � �����(!�	�� �������	 ��  ����& ������ ��
��! �� #�� TDMA
�������% ������ � ��#����� ��! ������������� �� ��(� �����(!�	�� �������� ����� ���� ����

����������� ��� �� �������� �!�&�
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+� ���� 0'(/ 0 ���� ����
����� ��"&�� ��� ��������� u → v �� �
� �������)

�
���'���� -����
����� ��"&�� ��� ��������� u→ v. ��� ��� ���'���� �� Bu→v (

+� ���� 0'(1 0 ���� ����
����� ��"&�� �� �
� ������� ��
 �����
���
 
��
 ��


�
� �
 ��� ����������) �
���'���� -����
����� ��"&�� ��� ����������. ��� ���#

 ���'���� �� B(

/���������� Bu→v = 1
L

∑L
i=1Bi,u→v ��� B = 1

N

∑
∀u∈V Bu→v# (������� ������
�

����	
  � ��	��
����	 ���� ������� 
� �	� ��������	#

$��- +��
,*���� ��� (�����


(���� ����
 ������ ��
 �� � ����	
� 
� ����������� ������	������� �� �����������

������������ ���� ��� ����������� ��
��������# 0 ��
�������� ���� �
�
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����� ������������ ���
 
��������
 ��� ��� ���� ����

����
 ����� ��������
#

'(�� ���� ��������	 ������ 
����� ��  ���	 �� �
 ��� 
��������
��� ������
�!

���� ������ ��� �� ���������� ��� ���
 ���%�� G(V,E)� ���� V ����� �� ������ ���

��
��� ��� E �� ������ ��� .��-��� ���
��� ����
 ��
���
 
�� ����
��	 �������

����
�# '(��� N = |V |� �� ������ ��� ��
��� ��� ������# '(��� Su �� ������ ���
�������� ��� ��
��� u� u ∈ V � ��� D � 
������
 ��� 
�
 �������� ��� ���� ��
��#

%�����"
� ������ |Su| ≤ D� ∀u ∈ V #

/��,�� ���'���
 %����#��
 0��*$	��


'(��� ��
 	 
������	 u → v� ��� ��������.���� ��� *��
� 8=#B� ��
����� �"��

��	 ����� ����� i# %�����
���� �� ����� 
�� �����"�� 
������	� ����� ����
 ��


���  � ������ �� ������ ����������
# 7��� ��������� ��� ��� ���
  � ������ ��

��������������# %�"���� � ��
��
 v ���  � ������ �� 
����"��� ��	 ����� �����

i� � ����"
� ��
�� 
������	 v → ψ� ∀ψ ∈ Sv� ���  � ������ �� ����� �"�� ��	

����� ����� i# 6�������� ������
 �������
 ��� ��
��� v ! ����
 ��� ��
��� u !

���  � ������ �� 
����"��� ��	 ����� ����� i� � ����"
� ��
�� 
������	 ζ → χ�

∀ζ ∈ Sv −{u} ��� χ ∈ Sζ � ���  � ������ �� ����� �"�� ��	 ����� ����� i# *����"
�

�) ������&� |X | ������� ��� ���(�
 ��� ������	�� ��! �!�
��! X �
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������	 u → v ����� �����
��	 ��	 ����� ����� i� �� ����������� 
�� 
������	

χ→ ψ� χ ∈ Sv ∪ {v} − {u} ��� ψ ∈ Sχ� ����� �"�� ��	 ����� ����� i#

2�� ��	 0'() 0 �������� u → v ��
�� ��� �����"�� �������� ��� "��
������� i)

�
 ��
��� ��
 ���� �
� ��� ��� �
����
 ��� �&
��� Sv ∪ {v} − {u} ��
 ���������

��� "��
������� i(

+� ���� 0'(3 �
 � �������� u → v ��� � "��� ��� "��
������� i ��� �
 ���� �
��

��
 ���� �
� ���) ��� �
����
 ��� �&
��� Sv∪{v}−{u}) �������� ��� "��
�������

i) �
�� � �������� u→ v -�"�� %�����. �� ���� �� "��
������� ��� ��
������ ��� ���

-%�����
�. � -��%����
�. ��������(
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����� �� ����� ��� �� *��
� 8=#B� 	 
������	 � �� 
��������
 ��� � ������

�	 
������	 u → v ��������� �� ����� � �� 
	� ����� ��������
 �� ����
# (����������

�������� �	
 
������	
 u → v� 	 
������	 χ → ψ� χ ∈ Sv ∪ {v} − {u} ��� ψ ∈
Sχ∩(Su ∪ {u})� ����� �����
��	 �
���� ������ ���	�# /� ψ ∈ Sχ−(Sχ ∩ (Su ∪ {u}))�
	 
������	 χ→ ψ ��� � ������� ��� �	 
������	 u→ v �
���� �������

��� ���	�#

'(��� Φu→v �� ������ ��� 
��������� �� �����
 � ������ �	 
������	 u → v

��� �	� ���� ����
� ��
 � ����� 	 
������	 u → v# '(��� Θu→v �� ������ ���


��������� �� �����
 � ������ �	 
������	 u → v ���� ��� � �������� �� ����
 ���

����# *	
��"����� ��
 �� 
��������
 ��� ������� ��� Θu→v 
����� �� � ����� ���


��������
 ����
 ��� �	 
������	 u→ v#

�� ������ ��� 
��������� Φu→v ��� Θu→v �������� ��� ��
 ���
���
 ������
#

Φu→v =
{
χ→ ψ : χ ∈ Sv ∪ {v} − {u}, ψ ∈ Sχ ∩ (Su ∪ {u})

}
, �8=#9�

Θu→v =
{
χ→ ψ : χ ∈ Sv ∪ {v} − {u}, ψ ∈ Sχ − (Sχ ∩ (Su ∪ {u}))

}
. �8=#;�

(���� �������
 ��
 �� ������ Φu→v ∪ Θu→v ����� �� ������ ��� 
��������� ���

� ������ �	 
������	 u → v# %�����"
� Φu→v ∩ Θu→v = ∅# �� *��
� 8=#? ����!

����.�� ��� ��������
� ������� 27 ��
���# 0 
������	 8 → 13 ��������.���� 
� ���

����� ����
 ���
��� ����
 ��
���
 8 ��� 13 ��� �� 
��������
 ��� ������������ ���

������ Φ8→13 �Θ8→13� ��������.����� 
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���� ������ �
���� �������

���� ���	#

/��,�! %�� � ����� %����#��&��
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������	 u→ v ��
����� �"�� ��	 ����� ����� i# (���� �	
������ ���

��� ��
�� u �� ���� ��"�	 �	
 ���	
 �	
 
������	
 ��� ��������
���� �� 	 
������	
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u υ

υ→u

υS∈ υ→Θ∈ u

υ→Φ∈ u

χ
ψ

�%��	 0'(3* ������������ ��
 ��

��
 Sv) Φu→v ��� Θu→v ��� �� �������� u→ v(

���� �������
 � ���� � ��
��	# '(��� ��
 ��� 
���
� ����������	
� ACK ��
����

������������ ��� ��� �������
� 
��� ��� 
�� ������� 
������	# '(�� ����� ����
���


���
 ��� �����
 �� � ����� �����
 
����� �� ��	��
����	 �� ��� �� ����� ���� ���

�� ����� ���
�.���� ����� ACK �	
 ����� �����
� K;CL#

'(��� ��
 	 
������	 u → v� ��� ��������.���� ��� *��
� 8=#B� ���� �������


��	 ����� ����� i# *����"
� ��� ACK 
���
 �	
 ����� �����
 i� 	 
������	 v → u

 � ����� �"�� 
� ����� �� ��	
��"��� ��� ��
�� u ������� 
� �	� ������� ��&	 �	



������	
 u→ v �
���
� ACK�#

*�	 ������ ��������	� 	 
������	 v → u 
����� �� � ���� �� ���
 ��
��
 χ ∈
Su−{v} 
����"���# *�	� ����������
��	 ��������	� � ��
��
 χ 
����� �� 
����"���
���� �	 �������� ��� ACK 
����
 �	
 ����� �����
 i� �� ��� 
��� �� ���� ����� 
��

������	
��	 
������	 ��#�#� 	 
������	 ψ → χ ��� ��������.���� ��� *��
� 8=#B�

��	 ����� ����� i ��� �����"
� ���������� 	 
������	 ��� ACK 
	��
���
 ���� �	

�������� ��� ACK 
����
 �	
 ����� �����
 i# /��� �
�
 ����� �������� 
�� ���

�� 
�� ������ ��������	� 	 
������	 ψ → χ  � ���� � ���� �-�����
 �	
 ��������


�	
 
������	
 u → v# *����"
� ���
 ������
 
	�����
�
 ��� �	� ����������	 ���

������"� 
��������� ����� ��������
�����
#

%����� �� �	
��� �� ��
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� ��	��
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 �����
���
 Φ8→13 ��� Θ8→13 ��� �� ����#

���� 8 → 13(

�����# *�	� ��������	 ��� ������� ����	 ������"� ������� ���������
� �� ACK 
�!

��
� ����� ������� �� � ����# $�� �	� ��������	 ���� �����.���� �� ������	 ��� ���

�-����
���
 �������
� ���
 	 ������� Selective Repeat ARQ� ������
���� �� ����
�!

�������� ����������� �� �����	
�# *�	 ��������  � ������� 	 ��� ��	 ��
 � ��
��


����
��
 ��	
��"����� �
��� ��� 
�� ������� 
������	� K<BL#

$��. ��*��
�� +���"

'(�����
 �������� ����
 �������
 ���
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�����  ����& q(

$�� ��������
�� ��� �	� �
��� ������� �
��� ��
���� �� 
�� ������ ��
 x2 · x4 =

x6 = x5 · x = x#

+� ���� �'(. =�� ���������
� ����� �������&��
� ��
 �� ����"��� ��� ����&����


��
 
��� ��� ����
�� ���������� n ����"���
) �
���'���� -���������� �����. ��
 n

����"���
(

'(��� ��� ��������
� �� ��� 
�� 1, 2, 3# )� ��� 
�� �����  � 
�������� �� ����-���

����� �
��� ��	� ��� �� ������� ��� 2, 3, 1# '(��� ��
 ���� 	 
��� ��	 ��
����.����


� {σ} ��� ���� 
�� ���	 
��� ��	 	 ����� 
��� ���� �	 ����� 1, 2, 3 �� 3, 2, 1 ��� 	

����� ��
����.���� 
� {τ}# 0 
��� ��	 {σ, τ}� ���������� 
��� ���� �� 1, 2, 3 ���

2, 1, 3 
�� ��� ��"�� ��
����� �"�� 	 
��� ��	 {τ} �	 ����� ����� ��� ��������
�

�� 3, 2, 1� ��� 
��� ��
����� �"�� 	 
��� ��	 {σ} �	 ����� ����� ��� ��������
� ��

2, 1, 3�# 3����� ������ �� ������� �� ��
 	 ��

������ �
��� n ��������� ����� 
��

�
��� 
� n! ��������#
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	�� -�� �������	 ��� .����	� Galois

+� ���� �'(/ 	�
 α ��
�� �
�� ���������
� �����
� ������� ���� f(α) = 0) ���

������ �����
��� f(x)) �
�� �� α �
���'���� -���� ���
�. �����
�(

4����! �����	� ��$���

+� ���� �'(1 ?	
� -�����. F ��
�� ��� ����� ��
 ����"��� ��� �� ����� ���
�����&
���

�� ��
��
�� ��


��(

8( a+ b = b+ a) ∀a, b ∈ F (

9( a · b ∈ F ) ∀a, b ∈ F (

;( a · b = b · a) ∀a, b ∈ F ��� a, b 
= 0(

<( (a+ b) · c = a · c+ b · c) ∀a, b, c ∈ F (

%�������
��� ������ ����� �� ����
������ ��� 
�� ��������� 
� ��
 ������
 ���-��


�	
 ���� ��	
 ��� ��� ������������
��� �� 
�������� ��� 
��� �� �	��� ��� 
�� ����

��� �� �������� ��� 
��� ���� ��� ��������� �
��� ��� �	� ���-	 �	
 ���� ��	
#

'(�� �������� �������
 ��������
� ����� �������
 ��� ��� 
��
 ��� 
������

�� ������� 
� �	 
���� a + b
√

2� ���� �� a ��� b ����� �	��� ��� 
��# )� ��� 
��

����� ��������� ��� ������ ���� ���� �� ������
 ��� ����������� ����
�� 
������ ��

����	 ������#

+� ���� �'(3 	�
 E ��
�� �
� ����� ��� F ��
�� ��� ��
#����� ��� E) ������ ����

�� ��� ���$��� ��� ��
������ ��� ��� ��������������& ��� E 
� ��
�� �
� �����) �
��

�� F ��
�� �
� -��������. ��� E �
� �� E �������� -��������. ��� F ( 0 �"��� ����

����$& �&� �����
 ��� ���'���� �� F ⊂ E(

'(�� ������	������� ��������
� ����� �� ����
������ ��� 
�� �� ������ ��������� ���!

����	 ��� �	�"� ��� 
"�# %���
���� �� ����
������ ��� 
�� ����� ��� ����� ��� �� �

�	��
 ����� ����	
 ���
 ����
�����
 ��� 
�
#

+� ���� �'(4 1�����
�� �

� �����
&��� f(x)) �� ����
���� ����� ��� ����&����

��
 ��
 �������� ��� ��

��� ��
 ����
 ������
 Q ��� �����"�� 
��� ��� ��'�� ���

f(x)) �
���'���� -���������
�. ����� ��� �����
&��� f(x)(



-���� ���	���� �	� "	����� /������ <@

'(��� �� ����"��
� f(x) = x2 − 2 ��� ������ �� ��.�
� ±√
2� ������� ��� ������

��� �	�"� ��� 
"� R# ����� �� ������ ��� ��� 
"� ��� 
������ �� ������� 
�

�	 
���� a + b
√

2� a, b ∈ Q� �� ����� ��
����.���� 
� Q[
√

2]� ����� �� �������
���

����� ��� f(x)� ���� �������� ���
 ��
 ��.�
 ������ ��" �� ���� 
��������� ���� ���

 � ������
���� ����
 ��
 ��.�
� ���� ���  � ���� �����# '(�� ���� ��������
� �����

�� ����"��
� f(x) = x4 − 5x2 + 6# �� �������
��� ����� ��� �������
�� �����


����� �� ���� �� ��
 ����� �� Q[
√

2,
√

3]#

4����( ���	�	�
���	� ��� ��*$�
 Galois

/�� �� ���	���
��� ��������
��� ���� ��	 ����� ������ ��
 ������� ������ ����


��

�����
 ���
��� ���
 ��.�
 ��� �� � �������
��#

+� ���� �'(5 ?	
�� -�������%���
�. g) ��
�� ��� �
������,��� ��
������ ��� ��


����� ��"&�� g(x+ y) = g(x) + g(y)) g(ax) = g(a)g(x) ��� g( 1
x
) = 1

g(x)
(

'(�� ��������
� ����
�����
�� ����� �� g(a + b
√

2) = a− b
√

2� ��� �� ����� 
�����

�� ������� �� ��
 ���������� ��� ���	���
��� ����
�# 3� ���� ������ �� ��
����√
2 
����� �� ����������� �� 
� �� −√

2� �� ������ ��	 �������� ���� �� ��������

��������
�� ��� 
� �	� ������ ������ ��� −√
2 
� �� ������

√
2� �� ����������� 	

����� �����	�	#

+� ���� �'()6 :�� �
� ����� ��������� K �

� ������ F ) � -F #�������%���
�. ���

K ��
�� �
�� �������%���
� g ��� K �� ��
 �������
 ���
����A g(x) = x) ∀x ∈ F (

(�� f(x) ����� ��� ����"��
�� K ����� 
�� �������	 ��� Q ��� g ����� ���
 Q!

����
�����
�
 ��� K� ���� 
����� �� ������� �� ��
 g(f(x)) = f(g(x))# /���

����� ���������� ���� ������� ��
 ���
 Q!����
�����
�
 ���
 �������
���� ������

K ���
 �������
�� f(x) ������������ ��
 ��.�
 ��� f(x)# (�� f(α) = 0� ����

f(g(α)) = g(f(α)) = g(0) = 0 ��� �����"
 �� g(α) ����� ��.� ��� f(x)#

'(��� ����� F �� ����� ����� �������	 ��� Q# '(��� Γ 	 ������� ��� Q!

����
�����
"� ��� F # 3����� �� ������� �� ��
 �� Γ ����� 
�� �
���#

+� ���� �'()) 0 ������� Γ ��
 Q#�������%����
 �

� ������ F��� �������� ���#

����� ��� Q) �
���'���� -����� Galois. ��� ��������� ������ ��� F ��
� ��� Q( 	�


�� F ��
�� �
� ���������
� ����� �

� �����
&��� f(x)) �
�� �� Γ �������� -�����

Galois. ��� �����
&��� f(x)(
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���
	�� -�� �������	 ��� .����	� Galois

�� �������� �	
  �����
 Galois �� ����� ����� 
���� �"�� ������������� 
������

�� ��	��
����	 ��� ��� �� ������� ��� �� ����	
� ��������
��� ����
 �	
  �����
�

K<CL# %����
� �� 
���� �"�� ��������.�
��� �������� ������ ��� �� �������� ��

���������
� ����� ��� �� ����� Galois# �� ��������� ����� ��������� �����
� ��� ��

.��	
� �	
 �������	
 ��� 
��� 
������	
� ���
  � ����� ��	 ��������#

/��# �����
����
 ��,�
 �
� ��,�
 Galois

'(�� ���������
� ����� ����� ��� ����� ����� ��� �������� ����
��� �� ����� �
�


����������� ��� ��� ��������
��� ��� 
� ���������#

'(��� Zm �� ������ ��� �������� Z modulo m� ��� ������������ ������� m#

3����� �� ������� �� ��
 �� Zm ����� ��� ������ �� ��� 
��� �� ��m ����� ���
 ��"��


��� 
�
� K<CL# $�� �� � ���� ��"�� ��� 
� q ������� �����"
 ��� ����� 
� q ���������

�� ����� 
����� �� ������������� ��� ��� �������
��� ����� ��� �������
�� xq −x

��� Zq� K<CL#

2�� ��	 �'() /� ����� Galois GF (q)) ��
�� �� ��
����
 ���������
� ����� �� q

����"���) B<CD(

6���
���� ��
 �� ����� GF (q) ����� �� 
������� �������
��� ����� 
� q ���������

�� ������� ��� ����� 
� q ��������� ���� ���� ����� �� ����� Galois GF (q)# ������� ���

�� � ��"�� ��� 
� q� �� �����GF (q) ����� �� ����� ��� �� ���.���� ��� ���
 ��������


{0, 1, . . . , q − 1}� 
� �	� modulo q ���� ��	 ��� ������������
�# %�������
���

��� ���-��� �	
 ���� ��	
 ��� ��� ������������
�� ��� �� ����� GF (2)� GF (3)�

��������.����� ���� %����� $=#9#

4��!�� �	������� ��	 ��$�	 Galois GF (q)

+� ���� �'(), ?	
� �����
��� f(x)  ����& k) f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ akx
k) 
���

ai ∈ GF (q)) �
���'���� -�����
��� ��� ����� Galois GF (q).(

) ��� 
�
 q ��� ����� �����	 �� ����� ��"��
 ��� �� ������� ��� ����� Galois#

3����� �� ���� �	 
���� am� ���� � a ����� ��"��
 ��� � m ������
 ������
 ��� 
�


�m ∈ N�# *�	� ��������	 ����� �� ����� Galois 
����� �� ������ ��� ��� �����

GF (am)# %�������� �	����� ��� �� �������
��� ����� ��� �������
�� xq − x ���



-��!� �����	��*�	 ��)�	 �	� ��)�	 Galois <A

27�	�	� �'()* ��
����� ��� �������������
� ��� �� ����� Galois GF (2)) GF (3)(

GF (2)

+ 0 1

0 0 1

1 1 0

· 0 1

0 0 0

1 0 1

GF (3)

+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

3 2 0 1

· 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

3 0 2 1

Za# 8������ ��� �� ����������� �� �������
��� ������ GF (am) �� ������ �� ���-��


��� ������������
�� ��� �������
�� ��� ����� GF (am)  � ������ �� ����� ������


"��� �� ������
��� ����"��
� �� ������ ��� ���� ��� ����� GF (am)# 6	����� �

������������
�
 ��� ����� GF (am) 
����� �� ������� ��� ������������
�
 modulo

f(x)� K<?L� ���� �� f(x) ����� ��� I�
�����J ����"��
� ��� ����� GF (am)#

+� ���� �'()- ?	
� �����
��� f(x) �
���'���� -�������. ��� ����� GF (q)) �
 ��


��
�� ��
��

 
�  ����&
 �&� �����
��� ��� ����� GF (q)) ������ ���� �� ��

��



���� 
� ��
�� �� �����
��� f(x)(

'(�� ��������
� ���� ��	
 ��� ������������
�� ��� ����� GF (22)� ��� �� �����

���� ��	��
����	 �� �� �
����� ����"��
� f(x) = x2 + x + 1� ��������.���� ����

%����� $=#;#

27�	�	� �'(,* ��
����� ��� �������������
� ��� �� ����� Galois GF (22)) ��� ��

����� �"�� "������������� �� ������� �����
��� f(x) = x2 + x+ 1(

GF (22)

+ 0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 0 3 2

2 2 3 0 1

3 3 2 1 0

· 0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 3 1

3 0 3 1 2



<> 
���
	�� -�� �������	 ��� .����	� Galois

/��' ��*��
�� +���" �� ���"1�"�
 ��� ��,��

Galois GF (q)

'(��� ��
 �� ��� ������ ����� ���� �� �� � ��
�� u ��� ����"��
� fu �� ���

������	�� ����
��� ����� Galois GF (q)� �����������
 ���� ��
�� u �� 
��������


��� �� ���� ��� 
� ��� ����� �����
 ��� �������� 
��� ��
 L = q2� �� �����


�� ���.����� ��� �� ���� �� ����"��
� fu# ����.���� ��
 	 ��
� ��� �� � �������
��

�� ��� ����� Galois� ������ ��� ����� ����# *����"
� ����� ������� �� ������� 
��

��� ���
 ��� ����	 ���
��� �� ��� ����� Galois� GF (q)� ��� ��
 ����� �����
 ���


�������� 
��� ��
 L = q2� K;;L#

�� ������ �	
��� ����
 �	
 ���������	
 ����� �� ������
 ��
 ��� ����"��
�

�� 
�� k� ����� �� ���& k ���
�� ��'�� ��� �� ������ 
��������� �� ���� �� k �����


����� �����
 ������"���
 �����
���
 
��������
# /� �� ����� GF (q) ���� ��������

������	��� ���� ����� ������� ���
 ��� 
�
 ��� 
��������
 �� ����� �������
� ���� ��

���� ���� ��� ��� 
�� ��� �����
���� 
��������� ���
��� �� ��� ��
���
 ����� ��

k# 6���
���� ��
 D ����� � 
������
 ��� 
�
 ��� �������� ���
 ��
���� ����� ����


��
 kD ��
�� � �������� �����
� ��
 ��%����
�
 �����
���
 ��� ���� ��
�� �� ���

�������� ��� ������
 ������ ��
 L > kD#

*�� �	
��� ����  � �� �� ��� ���� ��� 
	���� ��������
� ������
���� �� �����

������	��
 � �����
 
� ��� ����� �� ����"��
� �� ����� Galois ����� ������� ��

��	��
����	 ��� ��� �������	 ��� 
��� 
������	
# '(��� ������ 10 ��
��� �N =

10�� ���
������H 0, 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9# '(��� ��
 � 
������
 ��� 
�
 �������� ���

�� � ��
�� ����� 6 �D = 6� ��� ���� ��� ������� 
������	
 
��� ��
 L = 49 = 72�

�������"
 q = 7�# '(��� �� ����� Galois GF (7) ��� ����"��
� ��"��� �� 
���

k = 1�� ��� ����� GF (7)#

(���� �������
 ��
 �������� qk+1 = 72 = 49� ����������� ����"��
�# '(���

������ ������
��� ���� ��� ����� �� ����� ����� ����� ������ ����
 ���� ��
���
�

fi(x), i = 0, 1, . . . , 9# '(��� ��
 ���� �� ������ ������
��� ����"��
� ����� ���� ���

�
����.����� ���� %����� $=#@#

�� ������� ����������� ��� L = q2 ����� �����
 ��� �����"
� ����� ������� ��

�������� �� q I�����������J �� �� ��� ��������
��� ��� q ����� �����
 �
 �-�
H ��

��"�� ����������� s0� ����������� ��� ��
 q ��"��
 ����� �����
� {0, 1, . . . , q − 1}�
�. ���& ��! q 
��� ��� ��! k% ��� #��� �������	 �!(�	���� ���� �� ��#�� �� ��� ���#� ��� N ���

D ���� ��
�� ��! (� ����!(�	 ��� ��
���� ���������



-��%� ����#	�� (*�� �� ��
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27�	�	� �'(-* 	�������
� �����
��� ��� ����� GF (7)(

2��
��
�� �����

f0(x) x+ 1

f1(x) 2x+ 1

f2(x) 3x+ 4

f3(x) 4x+ 3

f4(x) 3x+ 2

f5(x) x+ 2

f6(x) 5x+ 6

f7(x) 6x+ 1

f8(x) x+ 5

f9(x) 6x+ 3

�� ������� ����������� s1� ��� ��
 ���
���
 q ����� �����
� {q, q + 1, . . . , 2q − 1}
�#�#�# 0 ����� ����� ��	� �����  � 
����"��� � ��
��
 u ��� ���������� sχ� χ =
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� ��� �������
�� fu(sχ)# *��� %����� $=#<
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� ������ ������ ��� �� � ����������� ��� �� ����"��
� ���
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$�� �� � ���������� sχ ��� �� �������� 7 ����������� �� � ��
��
 ����� �������
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����"��� 
��� �� 
�� ����� ������ ���
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������ �� ��������� ��� �� ���� ������ 
� �� ������� �� ��������.����
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27�	�	� �'(.* =������� ���� �
� �� �� ���� ����������(

s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6

f0(sχ) 1 2 3 4 5 6 0

f1(sχ) 1 3 5 0 2 4 6

f2(sχ) 4 0 3 6 2 5 1

f3(sχ) 3 0 4 1 5 2 6

f4(sχ) 2 5 1 4 0 3 6

f5(sχ) 2 3 4 5 6 0 1

f6(sχ) 6 4 2 0 5 3 1

f7(sχ) 1 0 6 5 4 3 2

f8(sχ) 5 6 0 1 2 3 4

f9(sχ) 3 2 1 0 6 5 4

27�	�	� �'(/* 	������
��
�� �����
���� ��� ���� "��
������� �

� ��������(

s0 0, 1, 7 4, 5 3, 9 2 8 6

s1 2, 3, 7 0, 9 1, 5 6 4 8

s2 8 5, 9 6 0, 2 3, 6 1 7

s3 1, 6, 9 3, 8 0, 4 5, 7 2

s4 4 1, 2, 8 7 0, 3, 6 5, 9

s5 5 3 4, 6, 7, 8 1 2, 9 0

s6 0 2, 5, 6 7 8, 9 1, 3, 4
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�� |S3| = 6� �� |S3| = 6� |S4| = 6�

�%��	 �'()* ������������ ����&�
 �� N = 10 ��� D = 6(
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� ���.�� ���� 	 ������� ��� q� ���

�� ���.�� �� ����� Galois GF (q)� ���
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����#

�� ��"�� ��
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��� ��� �� 
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����	�	 ��� ��
��� ��� �������#
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���*� ��� k �
� q $ ��� ��� N �
� D

$�� �� ������������ �� k ��� q ����� �������	�� �� ������� ��"�	 ��� N ��� D#

+������� ��� ������������ ������ 
�� ��� �������.��� �� k ��� q# ) ��"��
 ��!
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"����� ��+���'�	
 ��� Chlamtac ��� Farago

'(���� q1, q2, . . .� 	 ���� ��-���� ����� ��� 
"� ��� ����� ����
��
 ��"��� ��� 
"�#

/� a ����� ���
 ��"��
 ��� 
�
� ���� � ������������ qi �������� ��	 
���� am�

m ≥ 1 ����� ���
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 ��� 
�
# ) ������ 
�
 ��� Chlamtac ��� Farago� K;;L�

����� � ������ �
#

&���� "��� �'()

counter := 0;

repeat

counter := counter + 1

q := qcounter

k :=
⌊
q−1
D

⌋
until (k ≥ 1 and qk+1 ≥ N)

/�� ��� ������ 
� ������� �����	��� ��
 �� �� � ��
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 ��� ������ 
��� ������ ��
 k =
⌊
q−1
D

⌋
# *����"
� k =

⌊
q−1
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⌋ ≤
q−1
D

� k ≤ q−1
D
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 ���� ��
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����	�	 ��� ��
��� u� �	���� �� ������ ��� ����� ������ 
��� �� ��� �������

��� � ��
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����"���# '(��� Ωu ���� �� �&
��� ��
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#
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���� ��
 � �� � ��
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����� �� 
����"��� �� q ����� �����
 �� ��� ��������

����� �������
 ��
 |Ωu| = q# '(���� ������� 	 ����
��	 ,�
��������� %�������� �����

	 ������ 	#
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� �� u ������ 
� ��������� �� ��� "��#


������� i �

� �
 i ∈ Ωu) ������
�� ��� ����"��
 ������
� ���� ��������(

%�����
���� �� �� �� ��� ���� ��������
�� ���� �� ������ ��� *��
���
 8=#?�

��� �� ����� N = 27 ��� D = 6# (����"���
 ��� /����� 
� 6=#9� ��������� k = 1

��� q = 7# �� ����"��
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������ ����� �� ��	
�������� ��� �� ����� ��� ����
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���
#

'(��� ��
 �� ���������� �����.���� ��	 
������	 8 → 13# %�����"
� ����������

��������.�� ��� 
��� �� ������ Ω8 ���� ��� �� � ������ Ωχ� ∀χ ∈ S8 ∪ {8}# '(���
��
 �� ������ ��� ��������.����� ��� *��
� 6=#9� ����� ���� ��� ������������ ��
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 L = q2

���� ������������ ��� �� ����� �����
 ����� ��� 
	 �� �
����
 ��� 
�
 ���� ��������

�� �� � 
���� ����������# *� �� � ����� ������ 
����� �� 
����"��� 
��� � ��
��


� �� ��
��� �� ������ ������������ ��� ������
 ����
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 ���������� 	 
������	

8 → 13 
����� ����� �� ����� �"�� ���
 ����� �����
 1 ��� 17 ����
 �� ����������

��� 
��������
 ����� ��
���# *��
 ����� �����
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13 ����������� �� ����� �"�� ���� ��������� �� � ���� �� �� ��
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�� �Identification number
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 Ωχ) ∀χ ∈ S8 ∪ {8}) ��� ������� ��������

L = q2 = 49(

!��' 5"��
�*,��� ��� 4��������
��� ���������

'(���Oi,u→v ������ �� ������ ��� ��
��� χ ��� 	 
������� ���
 � ����� �	 
������	

u→ v �������"
� χ ∈ Sv ∪ {v} − {u}� ��� �� ������ ����������� �� 
����"���� ���

����� �����
 i� i ∈ Ωχ# '(��� Oi,u→v

c �� ��
��	��
����� ������ ��� ��
��� ���

������� ��� ������ Sv ∪ {v} − {u} ��� ��� ���
 ������
 i /∈ Ωχ#

Oi,u→v =
{
χ : χ ∈ Sv ∪ {v} − {u}, i ∈ Ωχ

}
, �6=#@�

Oi,u→v
c =

{
χ : χ ∈ Sv ∪ {v} − {u}, i /∈ Ωχ

}
. �6=#<�

%�����"
� |Oi,u→v| + |Oi,u→v
c| = |Sv|#

/������ 
� �	� ������ ��� ��	 ��� �������
��� ����� ������� ��� ��
��� ��

����������� �� 
����"���� ���
 ����
 ����� �����
� �	����� Ωu ∩ Ωv 
= ∅� ���
 �����
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���
 6=#9# /���
 �� ����� �����
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.����� ���������
��
��# '(��� Cu→v �� ������ ��� ����������
���� ����� ������

���
��� �� ����
 ��� ����� 	��� ���� ��
�� u ��� �� ������
 ��� ����� 	��� ��

������������ ��
�� χ ∈ Sv ∪ {v} − {u}#

Cu→v = Ωu ∩

 ⋃
χ∈Sv∪{v}−{u}

Ωχ


 . �6=#A�

%�����"
� �� i ∈ Cu→v �|Oi,u→v| > 0 ���� i ∈ Cu→v�� ����� ������� ������

���	 
������	 �� � ����� �	 
������	 u → v ��	 ����� ����� i� ����
���� ��


�������� ����
��� ���
 
������	# (�� i ∈ Ωu−Cu→v �|Oi,u→v| = 0�� ��
�� 
������	

��� ��������� �� � ����� �	 
������	 u → v ��	 ����� ����� i# (���	
� ������

��
 Cu→v ≤ k|Sv| �k ����� � 
������
 ��� 
�
 ����������
���� ����� ������ ���

��
����#

'(��� PD,i,u→v 	 �� ����	�� 	 
������	 u→ v ��	 ����� ����� i �� ����� �������


��� �	 ,�
��������� %�������# '(��� PD,u→v 	 
��	 �� ����	�� �� ��� ������� 	


������	 u→ v �� ����� �������
 �� �� � ����� �����# /��� �	
����� ��
� PD,u→v =
1
q2

∑q2

i=1 Pi,D,u→v� ���� q2 ����� �� 
��� �
 ��� �������� �� ����� �����
#

'(��� ��
 �� ��� ���
 ������� ���	�	
 ����
���� ����� ������
 ��� � �� � ��
��


��������� �� ����

���� λ �� �� � ����� ����� ��� ��� ���� ����� ��# %�����"
�

�� � ��
��
 u 
�������� 
� �� ����	�� λ �� 
�� ����� ������ �� ������ ��
 i ∈ Ωu#

7� � ����
 ��
��
 χ� ��� ��� ����� i ∈ Ωχ� ����	
 
�������� 
� �� ����	�� λ ��	

����� ����� i# *����"
� PD,i,u→v = 0� ��� i /∈ Ωu� ��� PD,i,u→v = λ(1 − λ)|Oi,u→v|�

��� i ∈ Ωu# 6���
���� ��
 |Oi,u→v| = 0 ��� ������
 ��
 ����� �����
 i ∈ Ωu − Cu→v

�|Oi,u→v| > 0 ���� i ∈ Cu→v�� ��
���������� ��
 PD,i,u→v = λ� ��� i ∈ Ωu − Cu→v#

������� KA9L�

PD,u→v =
q − |Cu→v| +

∑
i∈Cu→v

(1 − λ)|Oi,u→v|

q2
λ. �6=#>�

'(��� PD� 	 �� ����	�� ��������
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������	
 �
���
 ���
 ��� ����
 ���
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���
 ���
 �������� ��� �	 ,�
��������� %�������� 	 ����� ���
�.���� ������
#

���� ��� ����������# *�
���� 
� �	� (-����	 �6=#>�� 	 �� 
������	 PD �������

��� �	� ���
��	 �-����	#

PD =
1

N

∑
∀u∈V

q − |Cu→v| +
∑

i∈Cu→v
(1 − λ)|Oi,u→v|

q2
λ, �6=#B�
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�����

���� v ∈ Su#

"��(�� ��*���� ��
 5�'����$	��
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���� �	
 ��
���	
 �	
 �� 
������	
 �
 ������	�	 ��� ������� ���	�	
 ����!


���� λ� ���� ��������� ����������# 6���
���� ��
 	 
����	 ��� PD� ����� ���������

��������	� 	 ������� �����.���� �� 
�� ��������
��	 
������	 u → v ��� ��	� ��!

�������	 �� 
������	 PD,u→v# $�� λ = 1� ��� �	� (-����	 �6=#>� ��������� ��


PD,u→v = q−|Cu→v|
q2

#

'(��� ��
 |Oi,u→v| = 0 ��� ������
 ��
 ����� �����
 i ∈ Cu→v# /�� �	� (-����	

�6=#>�� ��������� ��
 PD,u→v = q−|Cu→v|
q2

λ# (���� �������
 ��
 ��� ���� �	� ����!

����	� ��-������
 �� λ� �� PD,u→v ��-���� ���

���� 
���� �	� ��
� λ = 1� �����

PD,u→v = q−|Cu→v|
q2

# /��� 	 ��������	 ��������.���� ��� *��
� 6=#;���#
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�%��	 �'(,* 1&� ���%�� ��� ���%������ ��� ������
����� PD,u→v) �� ��
������

��� %������ ��
���� ������
�
 λ(

%�����
���� �� 
����	 �� 	 ������ 
���� �	
 ��
���	
 ��� PD,u→v� ����� ������!

�	�� �� ������������� 	 ��"�	 ��������
 ��� PD,u→v �
 ���
 λ# 0 ��������
 ����

������� ��� �	 ����	 dPD,u→v

dλ
=

q−|Cu→v|+
∑

i∈Cu→v((1−λ−|Oi,u→v|)(1−λ)|Oi,u→v |−1)
q2

# 3��!

��� �� ����������� ��
 �� limλ→0
dPD,u→v

dλ
=

q−|Cu→v|+
∑

i∈Cu→v
(1−|Oi,u→v|)

q2
��� �������

limλ→0
dPD,u→v

dλ
=

q−∑
i∈Cu→v

|Oi,u→v|
q2

#

3����� �� ������� �� ��

∑

i∈Cu→v
|Oi,u→v| ≤ q# (���������� ���� |Oi,u→v| = 0

��� i ∈ Ωu − Cu→v� ����� �� ���� �� ��

∑

i∈Ωu
|Oi,u→v| ≤ q� ��� v ∈ Su# ')
�
� ��
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�
∑

i∈Ωu
|Oi,u→v| ����������� ��� � ����
� ���� ��� ��
��� ��� ��	���.���

�	 
������	 u → v ��� 
�������� ���� �	 �������� ��� ����� ������ ��� �����

����� �� ���� ��
�� u# ) ��� 
�
� �
�
� ��� ��
��� ���"� ����� |Sv| ��� 
������
�� 
����"���� �� ���� k ����
 � �� ���
 �� ����� �����
 ����� ��
���# �������∑

i∈Ωu
|Oi,u→v| ≤ k|Sv| ≤ q# 3� ��� ����� ����� ������������� ��
 limλ→0

dPD,u→v

dλ
>

0# 7��� ��������� ��� 
����
 ��
�
 ��� λ ����� ��� 
	���� 	 �� 
������	 PD,u→v

��-����� ���� ��-���� �� λ#

/�� �	� �������� ��������� ��
 ��� λ → 1� �� ���� limλ→1
dPD,u→v

dλ

�����

�� �����  ����� � ���	����� ������� 
� �	� ��������	# $�� ��������
�� ��� ������


��
 ������"���
 ��� |Oi,u→v| ≥ 2� limλ→1(1 − λ)|Oi,u→v|−1 = 0� ��" ��� ������
 ��


������"���
 ��� |Oi,u→v| = 1� limλ→1(1 − λ)|Oi,u→v|−1 = 1� 
� �������� 	 ��
� ���

����� �	
 �����"��� limλ→1
dPD,u→v

dλ
�� ��	���.���� �������# 0 ��
���	 �����
�

��� ����������� ��	� ��������	 limλ→1
dPD,u→v

dλ
< 0� ��������.���� ��� *��
� 6=#;���

��� ����� �������
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 �� "
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� �	
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������	 ����� ��	 
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q
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������	 �� ��� ������� ��� 	 �� 
������	 ����� ��	 
� 1
q2
# 1����� ��
 q ≥ kD + 1�

1
q
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kD+1
# *����"
� ��� ���� ���� �	
 �� 
������	
 ��� �	� �������	 ��������	
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(kD+1)2

#

%�����"
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����� ���� �����"
 �� ���� ��� 
� ��
��� N = |V | ���� ����������� ������ �����"�
�E 
= E ′�# '(��� ��
 �� ��� ������ G′(V,E ′) ������&� ���� ��� ���� ��
�� u ���

������� G(V,E)� ��� ��� ����� ������ |Su| = D� ��-� 	�� � ��� 
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 ��� ��������"�

��� ��
���� ���� "��� |Su| = D′ = 2D� ���� ��� ������� ���� ��
�� v ��� ����
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������	 ������������ �� 1
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 ��� ��� ����� ����� �� ���� ����
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���
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������	 u → v ���� ���� ��� ���� ���� ��� ��
�� u� �	���� ������
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 ����� �����
 ��� ��� ������
�������� ��� ������
⋃
χ∈Sv∪{v} Ωχ# *����"
�

|Ru→v| = q2 −


⋃
χ∈Sv∪{v}

Ωχ

 . �(=#9�

�� ��������
� ��� ����������	�� ��� *��
� 6=#9� ��������.���� ��� ��� *��
�

(=#9# +�� �	 ,�
��������� %�������� �� ����� �����
 i� i ∈ Ω8� ���
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 ����� �� ���� ����� ���
������� ������ ����# (�����
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 i� i /∈ Ω8� ����.����� �� ��� ���	�����
# *�	� ��"�	 ���	����� ��!
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����� �"�� �i ∈ R8→13� ��� �� �����
 ����� �����
 ����
����� �����
#

�� ������ Ru→v ������
����� ������
 ��
 ���� ���
 ����� �����
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� ��
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����	 ��� ��� �	 
������	 u → v� ���� 	 �� 
������	 �	
 ��������
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��-���� �������	�� ��� �	 �� 
������	 ��� �����
���
� ���� 	 �������� �	
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���	
 u→ v �� 
�� ����� ����� i� i /∈ Ωu� 
����� �� � ����� ������ ���	� �����������

�������� 
������	 χ→ ψ� ��� �	� ����� i ∈ Ωχ ��� 	 
������	 u→ v ∈ Θχ→ψ# �����

	 
������	 χ → ψ ���  � ����� �������
 ���� ��� �� 	 
������	 u → v �����# ��

���
���  �"�	
� ������� ��
 � ��� 
�
 ��� ���� ���� ����� ������ |Ru→v|� 
�����
�� ����� ��������� �&	��
� KA;L� KA<L#

������	 !'() E�"&�� ��� |Ru→v| ≥ q(k − 1)D(

&��#� :�H 1����� ��

⋃

χ∈Sv∪{v} Ωχ

 ≤ (|Sv|+ 1)q� ���� |Ωχ| = q� ∀χ ∈ V # /��

�	� (-����	 �(=#9� ��������� ��
 |Ru→v| ≥ q2−(|Sv|+1)q � |Ru→v| ≥ q(q−|Sv|−1)

��� ���� D ≥ |Sv|� ������ ��
 |Ru→v| ≥ q(q−D− 1)# $����.����
 ��
 q ≥ kD+ 1�

���� ��� �� q −D − 1 ≥ (k − 1)D �������������# ������� |Ru→v| ≥ q(k − 1)D#
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7=q

1388 →∪Ω∉ Ri
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178 1918 14,1312

138→∈ Ci

1388 →−Ω∈ Ci

138→∈ Ri
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 ��� |Ru→v| ����� ������ 
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� ������ ��� �	� ��!

������	 ��� k > 1# $�� �	� ��������	 ��� k = 1� �� |Ru→v| 
����� �� ����� ����	
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�� KAAL� KA>L#

2�� ��	 !'() E�"&�� ��� |Ru→v| ≥ q2 − q(|Sv| + 1)(

&��#� :�H 6���
���� ��
 ��� ��� ��
���
 χ ��� ψ� |Ωχ| = q ��� |Ωψ| = q� ����

|Ωχ ∪Ωψ| ≤ 2q# *����"
�
⋃

χ∈Sv∪{u} Ωχ

 ≤ q|Sv ∪ {u}| = q(|Sv|+ 1)# ������� ���

�	� (-����	 �(=#9�� ��������� ��
 |Ru→v| ≥ q2 − q(|Sv| + 1)#
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� ��� |Ru→v|# *����"
� � /�!
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 �������� �L = q2�� ��	��� ������
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��������� ������ �� Ru→v 
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 i� i ∈ Ru→v� ��	��
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Ru→v� �
�
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�� ��� �� ������ ��"�	 ��� �������

Ωχ� ∀χ ∈ Sv# (�������� 	 ��������� ����	 ��� ����� ������ Ru→v ��� ��� ��
�� u�

������� �������� ���������	 ��� ��������� ��	�������
 ������� 
� ���
 ����������
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 χ� ��� ���
 ������
 	 
������	 χ → ψ� 
� Rχ→ψ ∩ Ru→v 
= ∅� 
����� ��
����� ����	 ��� ����� ����� ������ ��� ������� Rχ→ψ ∩ Ru→v ��� �� � ����� ����

�	 
������	 u→ v� ���� �	 
������	 χ→ ψ� ���� ��� ��
 ���#

(�������� ���� ��� ��� ���
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8 2 "	��� �� 2�� � ��H ���� �
� �� u ��
�� ��������� �� ��� "��
������� i)
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 i ∈ Ωu ��� ��������� �� ����

���� p ��� "��
������� i) �
 i /∈ Ωu) ������
�� ���

����"��
 ������
� ���� ��������(

0 %� ������� %������� ��� �����.���� ��������
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� �	� �������� ���������"� ������� ��� ���������
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� ���� p ����� 
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 ���
 ��
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# +�� �	�

%� ������� %�������� ���
 �� �"������������� ����� �����
 i /∈ Ωu� ��������� ��

��	��
����	 ��� ��� ��� ��
�� uH ������
 ��� ������� ��� ������ Ru→v� ��� 
��

����
��	 
������	 u→ v� ���
 ��� ������
 ��� ��� ������� ��� ������ Ωu ∪Ru→v
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���������� ��� ����������
 ��
���
 �� ��� ���
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 �
���"������ ������
 �� ��� ���
 ��� ��
 �����
 �� ���	���� ��������
��� ��� ���!

���������� ������� 
�.����� ��� �	 �������� ����	 ��� �������� ����� ������#

���' �� �"�� ��� 5"��
�*,���� ��� +�� ,����

u→ v

'(��� PP,i,u→v 	 �� ����	�� �� ����� �������
 	 
������	 u → v ��	 ����� �����

i ��� PP,u→v 	 �� 
������	 �	
 
������	
 u → v ��� �	� %� ������� %�������#

%�����"
� PP,u→v = 1
q2

∑q2

i=1 PP,i,u→v#

+�� �	� %� ������� %�������� ����� �������
 ��
 PP,i,u→v = 0� ��� i ∈ Cu→v�

���
 ����	
 ��� ��� i /∈ Ωu ��� i /∈ Ru→v# /�� �	� ���	 ������� PP,i,u→v = (1−p)|Sv |�

��� i ∈ Ωu ��� i /∈ Cu→v� ���� PP,i,u→v = p(1 − p)|Sv|� ��� i ∈ Ru→v ��	
��"�����

��
 �� i ∈ Ru→v� ���� i /∈ Ωu�# *����"
� PP,i,u→v = (1 − p)|Sv| ��� q − |Cu→v|
����� �����
� ��" PP,i,u→v = p(1 − p)|Sv| ��� |Ru→v| ����� �����
# *���������

PP,i,u→v =




:, i ∈ Ωu, i ∈ Cu→v,

(1 − p)|Sv|, i ∈ Ωu, i /∈ Cu→v,

p(1 − p)|Sv|, i /∈ Ωu, i ∈ Ru→v,

:, i /∈ Ωu, i /∈ Ru→v.

�(=#;�

������� ��� �	� %� ������� %������� 	 �� 
������	 �	
 
������	
 u → v�

PP,u→v� ������� ��� �	� ���
��	 �-����	� KA;L� KA<L#

PP,u→v =
q − |Cu→v| + p|Ru→v|

q2
(1 − p)|Sv|. �(=#@�

) ���
 q−|Cu→v|
q2

(1 − p)|Sv| ����������� ���� ��� PD,u→v� ���
 �������� ��� �	�

(-����	 �6=#>�� 
���
���
 ���� ��� ��������� (1− p)|Sv|� � �����
 ����������� ����

��	����
� ��� ����� 
��������� ���� ��� �� ������"� ������ ��"� 
������	
#

) ���
 p|Ru→v|
q2

(1 − p)|Sv| ����� �� �����
 ��� �	 ����	 ��� ���	��
����	��� �����!

 ������ Ru→v# 0 ����������
��	 
����	 ��� PD,u→v� ����� ������� �� �
��������#

���� ��� �� �����
 �	
 ����	
 ��� ���	��
����	��� ����� ������ 
� ��������
��

PP,u→v > PD,u→v#

(���� �������
 ��
 PP,u→v = PD,u→v� ���� p = 0# $�� p > 0� 	 �� 
������	

PP,u→v 
����� ���� �� ����� ���� �� 
	� ����� 
��������	 ��� �	 �� 
������	 PD,u→v�
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� ��
 ��
�
 ��� p� q� |Sv|� |Ru→v| ��� |Cu→v|# ) �����
 �	
 ������
��	
 ���!

���	
 ����� �� �� ������ ��
 ��� ���
 ��� ��
 �����
� PP,u→v > PD,u→v ��� ����������

��
 ��� ���
 ��� ��
 �����
 ������� ��������� �������� ����
 ��� �	� �� ����	��

�������	
 p#

+� ���� !'() ?	
� �������� ����
 ��� ����

����� ��
� ���� p �
���'���� -�����#

����. �
 ��� �������� ���
 � ������
���� ��� ��� ����������
� �������� ��
 ��


����
����� �������� ��
�� �����&���� � ��� ��
 ��
 ������
���� ��
 �� !���������#

�� �������� ��� ��
 ���� ��������(

) �������� ����
�
 ����� ��������
�
 ��� ��� �	 �� 
������	 ��� �����
���
#

������	 !'(, E�"&�� ��� PP,u→v = PD,u→v ��� p = 0 ��� PP,u→v < PD,u→v ���

1 ≥ p > 0) ������
�� ��� |Ru→v| ≤ (q − |Cu→v|)|Sv|(

&��#� :�H /�� �	� (-����	 �(=#@� ��������� ��
 PP,u→v = PD,u→v� ��� p = 0#

0 ��"�	 ��������
 ��� PP,u→v �
 ���
 �� p �������.���� ��� %�����	
� I#9#

$�� |Ru→v| ≤ (q − |Cu→v|)|Sv|� 	 ��"�	 ��������
 ����� 
	��� ��� ��� ��
�
 ���

pH p = 0 ��� p = 1# $�� �� � ���	 ��
� p ∈ (0, 1)� 	 ��"�	 ��������
 �����

����� ���	���� �%�����	
� I#9� ��� �����"
� �� ����� 
������ ����������� ��� p = 0

�PP,u→v = PD,u→v�� ��" �� ����� �������� ����������� ��� p = 1 �PP,u→v = 0�#

*����"
� ��� �� � ��
� p ∈ (0, 1]� PP,u→v < PD,u→v#

�� *��
� (=#; ��������.�� �	 ������ ��
�������� �	
 �� 
������	
 PP,u→v �


������	�	 ��� p� ���� |Ru→v| ≤ (q−|Cu→v|)|Sv|# /� 	 ������	 ��������
 ��� PP,u→v

�
 ���
 �� p� d
2PP,u→v

d2p
� ��� ����� 
	��� ��� ������ ��
� ��� p� 0 ≤ p < 1� ���� ��
����


� �� %�����	
� I#;� ������ ��
 2|Ru→v| ≤ (q−|Cu→v|)(|Sv| − 1)# /��� 	 ��������	

��������.���� ��� *��
� (=#;���# �� *��
� (=#;��� ����������� ��	� ��������	 ���

������� ������ ��
� ��� p� 0 < p < 1� ������ "��� d2PP,u→v

d2p
= 0# *�
���� 
� ��

%�����	
� I#;� �� �������� ��	 ���� ���� 2|Ru→v| > (q− |Cu→v|)(|Sv| − 1)# 0 ��
�

��� p ��� �	� ����� ������ ��
 d2PP,u→v

d2p
= 0� ��
����.���� 
� ps,u→v ��� ������ ��


ps,u→v = 2|Ru→v|−(q−|Cu→v|)(|Sv|−1)
|Ru→v|(|Sv|+1)

#

������	 !'(- �
 � �"��� |Ru→v| > (q − |Cu→v|)|Sv| ���
���������) ��"&�� ���

PP,u→v > PD,u→v ��� ���� p ∈ (0, pmax,u→v)) ��� ������ 0 < pmax,u→v < 1) ������

���� PP,u→v = PD,u→v) ��� p = pmax,u→v(
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0
0 1

υ→uPP ,

p

υ→uDP ,

υ→u����������� 	��
�����

0
0 1

υ→uPP ,

p

υ→uDP ,

υ→usp ,

υ→u����������� 	��
�����

�� 2|Ru→v| ≤ (q − |Cu→v|)(|Sv | − 1)� �� 2|Ru→v| > (q − |Cu→v|)(|Sv | − 1)�

�%��	 !'(,* 0 ������
���� ��� ��������� u → v) PP,u→v) �� ��
������ ���

����

����� ��
� ���� p) 
��
 |Ru→v| ≤ (q − |Cu→v|)|Sv|(

&��#� :�H /�� �	� (-����	 �(=#@� ��������� ��
 PP,u→v = PD,u→v ��� p = 0 ���

PP,u→v = 0 ��� p = 1# *����"
� �� ������	�� �����	
� ��� ��
"� ��� p ��� ��


�����
 PP,u→v > PD,u→v� ��� ������
����� �� 0 ��� 1#

$�� 0 < p < 1 ��� |Ru→v| > (q − |Cu→v|)|Sv|� 	 ��"�	 ��������
 ��� PP,u→v

�
 ���
 �� p ����� 
	��� �%�����	
� I#9�� ���� p = |Ru→v|−(q−|Cu→v|)|Sv|
|Ru→v|(|Sv|+1)

�≡ p0,u→v�#

$�� p = p0,u→v �	 ��"�	 ��������
 ����� 
	���� 	 ������	 ��������
 ����� ���	����

�%�����	
� I#9�# *����"
� ��� p = p0,u→v ������������� 	 
�����	 ��
� ��� PP,u→v#

$�� �� � ��
� ��� p ������ "��� 0 < p ≤ p0,u→v� 	 ��"�	 ��������
 ����� �����

 ����� ��� �����"
� PP,u→v > PD,u→v#

/�� �	� ���	 ������� ��� �� � ��
� p0,u→v < p < 1� 	 ��"�	 ��������
 �����

����� ���	����# $�� p→ 1� PP,u→v → 0 ��� ����
���� ��
 �� PP,u→v ����� 
�� ������


������	�	 ��� p� ������� ������ ��
� p0,u→v < p < 1� ������ "��� PP,u→v = PD,u→v#

'(��� ��
 �� pmax,u→v ��
����.�� ���� �	� ��
� ��� p#

������� ����� �������
 ��
 ��� |Ru→v| > (q−|Cu→v|)|Sv| � �� ������	�� �����	
�
����� �� p ∈ (0, pmax,u→v)� ���� ��� ����������� ��
� ������ ������ ��
 PP,u→v >

PD,u→v#

0 ��
�������� �	
 �� 
������	
 PP,u→v� �
 ������	�	 ��� p� ���� |Ru→v| > (q−
|Cu→v|)|Sv|� �������� ��� *��
� (=#@# *�
���� 
� �	� ������-	 ��� 4����
���
 (=#@�
������� 
�� 
�����	 ��
� ��� �� PP,u→v ��� 
�� ��������
��	 ��
� ��� p ∈ (0, pmax,u→v)
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�≡ p0,u→v = |Ru→v|−(q−|Cu→v|)|Sv|
|Ru→v|(|Sv|+1)

�# *�� %�����	
� I#; ������������� ��
 	 ��
� ps,u→v�

��� �	� ����� d2PP,u→v

d2p
= 0� ���������� �	 ����	 p0,u→v < ps,u→v < 1#

0

0 1υ→upmax,υ→up ,0 υ→usp ,

υ→uPP ,

p

υ→uDP ,

υ→u����������� 	��
�����

�%��	 !'(-* 0 ������
���� ��� ��������� u → v) PP,u→v) �� ��
������ ���

����

����� ��
� ���� p) 
��
 |Ru→v| > (q − |Cu→v|)|Sv|(

4� ������ �� �	
��� �� ��
 �� pmax,u→v ��� ����� ������ �� ����������� ���������

��� �	� (-����	 �(=#@�# /�� �	� ���	 ������� 
����� �� ������������ 
� �	 ����	

��� 
	���"� 
� ����� ���
 	 ������ 
� ���
 Newton-Raphson#

0 
���� �"�� ������	 ���������� ��
 ��� ���
 ��� ��
 �����
 	 �� 
������	 ���

�	� %� ������� %������� ����� 
��������	 ��� �	 �� 
������	 ��� �	 ,�
���������

%������� ��� 
�� ��������
��	 
������	# 6���
���� ��
 	 ���� ��
� �	
 �� ����	��


�������	
 p ��	��
��������� ��� ����
 ���
 ��
���
 ��� �	� %� ������� %��������

����� ������� ���� 	 ����� ��
� �� ��������� �� ������������ ����������� ������	

���� ��� ��
 ��� ��������
� ��� �����������
 
��������
# %�"���� 
����� ��� ������



��������
� 	 ��� ��	 ��� 4����
���
 (=#; �� ������ ��� 	 %� ������� %������� ��


	� 
����� �� ����� ������������	 �	
 ,�
���������
 %�������
# 6�������� 
�����

��� ������
 
��������
 χ → ψ 	 ��� ��	 ��� 4����
���
 (=#@ �� ������ ���� 	

����� ��
� ��� p �� ����� ����
 ��� ���������� ������
���
 ��
"� (0, pmax,χ→ψ) 
�

�������� 	 %� ������� %������� �� ������� 
�� ��
	�����	 �� 
������	# ����
� ���

������
 
��������
 χ→ ψ� 	 ��� ��	 ��� 4����
���
 (=#@ 
����� �� ������ ��� �� p
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�� ����� ����
 ��� ���������� ������
���
 (0, pmax,χ→ψ)� 
� �������� 	 %� �������

%������� �� ����� ������������	 �	
 ,�
���������
 %�������
# /�� ��
 ��������

����
 ������"���
 ��������� ��
 	 �� 
������	 ��� �����
���
 ��� �	� %� �������

%������� 
����� ���� �� ����� ���� �� 
	� ����� 
��������	 ��� �	 �� 
������	 ���

�����
���
 ��� �	 ,�
��������� %�������# 0 �������� ��� ��������� �����.�� ��	

�� 
������	 ��� �����
���
 ��� ��������
��� ��� ������	�� �����	
� ��
"� ���

�	� ��
� �	
 �� ����	��
 �������	
 p#

���- 5"��
�*,��� ��" ("����
���

4���"���
 ��
 � �� � ��
��
 u 
����� �� 
����"��� ���
 ���� ��
�� v� v ∈ Su� ��

��� �������� ��� �	� (-����	 �(=#@� ����������� ��
 	 �� 
������	 ��� �����
���
�

PP � ������� ��� �	� ���
��	 �-����	� KA@L� KA<L#

PP =
1

N

∑
∀u∈V

q − |Cu→v| + p|Ru→v|
q2

(1 − p)|Sv|, �(=#<�

���� v ∈ Su# /�� ��
 (-��"���
 �6=#B� ��� �(=#<� ��������� ��
 ��� p = 0� PP = PD�

��" ��� p = 1� PP = 0# $���������� �� PP 
����� ���� �� ����� ���� �� 
	� �����


��������� ��� PD# (���� �������	�	� ������� 
�� ������	 	 �����  � ������-�� ���


��� ���
 ��� ��
 �����
 PP ≥ PD# �� ���
���  �"�	
� �� ���.�� 
�� ��� ��	 ���

�	� ����� ������� ��� ������	�� �����	
� ��
"� ��� p� �	
 
����
 [0, pmax]� ���

������ 0 ≤ pmax < 1� ������ "��� PP ≥ PD#

������	 !'(. 1�����
�� ��� ��"&�� � �"���
∑

∀u∈V (|Ru→v|−(q−|Cu→v|)|Sv|) ≥
0) ����"�� �
� ��������� �������� ����
 ��� ����

����� ��
� ���� p) ��� ���%��

[0, pmax]) ��� ������ 0 ≤ pmax < 1(

&��#� :�H 0 ��"�	 ��������
 ��� PP �
 ���
 p� dPP

dp
� ������� ��� �	� ������ 	

�-����	#

dPP
dp

=
1

N

∑
∀u∈V

|Ru→v| − (q − |Cu→v|)|Sv| − |Ru→v|(|Sv| + 1)p

q2
(1 − p)|Sv|−1.

�(=#A�

(���� �������
 ��
 ��� 
����
 ��
�
 ��� p� �� limp→0
dPP

dp
= 1

N

∑
∀u∈V

|Ru→v|−(q−|Cu→v|)|Sv|
q2

#

*����"
� ���
∑

∀u∈V
(
|Ru→v|−(q−|Cu→v|)|Sv|

)
≥ 0� ������� ��� �����	
� ��
"� ���
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�� p ������ "��� dPP

dp
≥ 0 ��� ���� PP = PD ��� p = 0� ��
���������� ��
 PP ≥ PD#

6���
���� ��
 PP ����� 
�� ������
 ������	�	 ��� p ��� PP = 0 ��� p = 1� �������

��
� ��� p� ��
����.�
��	 �
 pmax� ������ "��� PP = PD ��� 0 ≤ pmax < 1# *���!

�"
� ��� 	 ��������
��	 ��� ��	 �������������� ���� ������� ��� ������	�� �����	
�

��
"� �	
 
����
 [0, pmax]#

�� ���
���  �"�	
� ����� ��������� �����
�� ����� ��
 ������"���
 ��� ��
 �����


k > 1 ��� ����.���� ��� 4�"�	
� (=#<#

������	 !'(/ ?���
 k > 1) |Ru→v| ≥ (q − |Cu→v|)|Sv|) ��� ���� �������� u → v(

?���
 k = 1) |Ru→v| ≥ (q − |Cu→v|)|Sv|) �
 |Sv| ≤ D/2(

&��#� :�H /�� �� 4�"�	
� (=#9 ��� ��� �� � 
������	 u → v� ��
���������� ��


|Ru→v| ≥ qD� ��� k > 1# 6���
���� ��
 q ≥ q− |Cu→v| ��� |Sv| ≤ D� ��
����������

��
 (q − |Cu→v|)|Sv| ≤ qD� ��� �����"
� 	 ������	�� |Ru→v| ≥ (q − |Cu→v|)|Sv|
������ ��� k > 1#

/�� �� %����
� (=#9 ��� ��� �� � 
������	 u → v� ������ ��
 |Ru→v| ≥ q(q −
|Sv| − 1) � |Ru→v| ≥ (q − |Cu→v|)(q − |Sv| − 1)� ���� q ≥ q − |Cu→v|# %�����
����
�� ���� �� ��
 |Ru→v| ≥ (q − |Cu→v|)|Sv|� ����� �� ���� �� ��
 q − |Sv| − 1 ≥ |Sv| �
q ≥ 2|Sv| + 1# $����.����
 ��
 ������ q ≥ D + 1 ��� k = 1� ����� ������ �� ������

��
 D + 1 ≥ 2|Sv| + 1 � |Sv| ≤ D/2#

�� 4����
��� (=#< ��� (=#A �� ���.��� ��
 ��� ���
 ��� �	� ����-	 ���
 ��!

����	��� ������
���
 ��
"� �	
 �� ����	��
 �������	
 p� �	
 
����
 [0, pmax]� ���

������ 0 ≤ pmax < 1# 6���
���� ��
 �� (-��"���
 �(=#<� ��� �(=#A� ������������

�� ����"��
� �� 
�� D + 1 ��� D ���������� ��� ����� ������� � ������� �� ���!

�� ��� ��	 ������ ��������	 �D ≥ 4 ��� D ≥ 5� ������������ 	 
�����	 ��
� �	


�� 
������	
 PP ��� 
����� �� �� �������� ���� ��� ����� ������� �� �� ������� 	

���������	 ��
� �	
 �� ����	��
 �������	
 p# (�������� ���� �� �����	
� [0, pmax]

����� ������� �� �� ������� ���������# %�����
���� �� ������� ��� ���� �� ���!

���
���� 
�� ������������� �
����� ��
����� �"�� ��	 ��������# /��� 	 ������	

�� ���.�� ��
 ��� ���
 ��� �	� ����-	 ���
 ������	��� ������
���
 ��
"� ����.�!


��	 �� 
�� ������� ���

����� ��� ���������� 	 ����� ������"��� �	� ���

����

��� ���������� ��� ����&��# 0 
�����	 ��
� �	
 �� 
������	
 ��� �����
���
 �����

������� �� ������������ ���� 	 ����������.�
��	 ��
� �	
 �� ����	��
 �������	
 p

���
����.�
��	 �
 p̃0� �� ���.���� ���������# 6�� ���� ��� ������
���
 ��� ��
"�
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��� p̃0� ������ �� �� ��������� ����������� ����	
 ���������� �
 ������	�	 �	



������
 ������	��
 �	
 ���������
#

���. �����

������ �� �"�� ��� 5"��
�*,����

��" ("����
���

0 ������	 ��	 ��������� ����.���� �� ��� ����"��
� ��� ���� 
�� ��� ����	��	 
����

��� �����	 �	
 (-����	
 �(=#<�# '(���� ������� ��
 	 �� 
������	 ��� �����
���


PP � KA@L� KA<L� ��������.���� ��� �	 �� 
������	 P̃P H

P̃P =
1

N

∑
∀u∈V

q − |Cu→v| + p|Ru→v|
q2

(1 − p)|S|, �(=#>�

���� |S| = 1
N

∑
∀u∈V |Su|� ����� � ����� �����
� ����

�
 ��� �������# �� 
��� �


|S|/D ���
�.���� ���

���� ��� ����������# $�� ��� .����
 ��
"�N ���D� ��������

�����
 ���������
 ��� 
������ �� ���	��������	 ��� ������� 
� ��� 
��� ��� 
�

��� ��������# 8������ ����� ����������� ������ 
����� �� ������	��.����� ��� ��


����
 ��
�
 ��� �� N � D ��� |S|/D#
*�	 �������� �� ���.����� �� ��� ���
 ��� ��
 �����
 P̃P ≥ PD� �� "
 ��� 	 ��
�

��� p ���
����.�
��	 �
 p̃0� ��� 
����������� �	� ��
� ��� P̃P # '(��� �� 
��� �


φu→v =
∑

χ∈Sv∪{v}−{u}|Ωχ∩Ωu|
|Sv|+1

��� ��
����.�� ��� ���� �����
 ���������
��
�
 "��#


�������
 ��� ��
��� u ��� �� � ��
�� χ ∈ Sv ∪ {v} − {u}# *�� %�����	
� I#<

������������� ��
 |Cu→v| ≥ φu→v# '(��� φ = 1
N

∑
∀u∈V φu→v#

������	 !'(1 E�"&�� ��
�� � �"��� |Ru→v| ≥ q2 − (|Sv| + 1)(q − φu→v)(

&��#� :�H 6���
 ����	 �	
 �������	��
� �� ������
⋃

χ∈Sv+{v} Ωχ

 
����� ��

������ �

⋃|Sv|+1

j=1 Ωj

 
� �	� ���������	�	 ��� 
"�� j = 1, ..., |Sv| + 1� �� �� �

��
�� χ ∈ Sv ∪ {v}# '(��� ��
 � ��
��
 u ����������� ���� ��� 
� |Sv| + 1 ���

�����"
 Ωu ≡ Ω|Sv|+1# 1������ �������


|Sv|+1⋃
j=1

Ωj

 = |Ω1| +

|Sv|+1⋃
j=2

Ωj

 −
Ω1 ∩


|Sv|+1⋃

j=2

Ωj





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
|Sv|+1⋃
j=2

Ωj

 = |Ω2| +


|Sv|+1⋃
j=3

Ωj

 −
Ω2 ∩


|Sv|+1⋃

j=3

Ωj





###

###
|Sv|+1⋃
j=|Sv|−1

Ωj

 = |Ω|Sv|−1| +


|Sv|+1⋃
j=|Sv|

Ωj

 −
Ω|Sv|−1 ∩


|Sv|+1⋃
j=|Sv|

Ωj





|Sv|+1⋃
j=|Sv|

Ωj

 = |Ω|Sv|| +


|Sv|+1⋃
j=|Sv|+1

Ωj

 −
Ω|Sv| ∩


 |Sv|+1⋃
j=|Sv|+1

Ωj





|Sv|+1⋃
j=|Sv|+1

Ωj

 = |Ω|Sv|+1|.

6���
���� ��
 |Ωj | = q� 
� �	� ���� ��	 ���� ��� ���

"� ��������� ��

|Sv|+1⋃
j=1

Ωj

 = (|Sv| + 1)q −
|Sv|∑
j=1

Ωj ∩

|Sv|+1⋃
l=j+1

Ωl




#
'(��� θu→v =

∑|Sv |
j=1

Ωj∩
(⋃|Sv|+1

l=j+1 Ωl

)
|Sv|+1

# 0 ��������� ����	 
����� �� ������ �

|Sv|+1⋃
j=1

Ωj

 = (|Sv| + 1)q − (|Sv| + 1)θu→v = (|Sv| + 1)(q − θu→v)� 
� ���������

����
��	
 �	
 (-����	
 �(=#9�� |Ru→v| = q2 − (|Sv| + 1)(q − θu→v)#

�� φu→v 
����� �� ������ ��� φu→v =
∑|Sv |

j=1 |Ωj∩Ω|Sv |+1|
|Sv|+1

� φu→v =
∑|Sv |

j=1 |Ωj∩Ωu|
|Sv|+1

#

6���
���� ��
 Ωu ≡ Ω|Sv|+1� ��
���������� ��
 θu→v ≥ φu→v ��� �����"
� 	 ����	

|Ru→v| ≥ q2 − (|Sv| + 1)(q − φu→v) ������#

������	 !'(3 1�����
�� ��� ��"&�� � �"���
∑

∀u∈V (|Ru→v|− (q−|Cu→v|)|S|) ≥
0) ����"�� �
� ��������� �������� ����
 ��� p ��� ���%�� [0, p̃max]) ��� ������

0 ≤ p̃max < 1( /� P̃P ��������������� ��� p =
∑

∀u∈V (|Ru→v|−(q−|Cu→v|)|S|)∑
∀u∈V (|Ru→v|(|S|+1))

(≡ p̃0)(

0 ������-	 ��� 4����
���
 (=#B ��������� ��� %�����	
� I#@#

�� 4�"�	
� (=#B ��� 
���  �
���"��� ��
 ��� ���
 ��� �	� ����-	 ���
 �������!

��� ������
���
 ��
"� ��� �� p� ����� ����	
� �� ���.�� �����	 �	� ��
� ��� p ��	����

�� p̃0� ��� 
����������� �� P̃P # /��� ����� ��������� �����
� ���� ��	 ������ �������!

�	� ��"�	 ��� Cu→v ��� Ru→v ��� ����� ������ ��� ���
 ��
 
��������
 ��� ������#
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�� 4�"�	
� (=#?  �
���"��� 
�� ��� ��	 �������
	 
� ���� ��� 4����
���
 (=#B�

����.�
��� ���� 
��� ��� 
� ����������
���� ����� ������ φ ��� ��� 
��� ��� 
�

�������� |S|# (�������� �� 4�"�	
� (=#C �� ���.�� ���� ��� ���� ���� ��� �� p̃0 ���

������	�	 ��� |S| 
���#

������	 !'(4 @���"�� �
� ��������� �������� ����
 ��� p) �
 φ ≥ 2|S|+1
4

(

&��#� :�H *�
���� 
� �� 4�"�	
� (=#B� ������� ��� ������	�� �����	
� ��
"� ���

p� �� ������
∑

∀u∈V
(
|Ru→v|−(q−|Cu→v|)|S|

)
≥ 0# /�� �� 4�"�	
� �(=#>�� |Ru→v| ≥

q2 − (|Sv|+ 1)(q− φu→v)# *����"
� 	 ����	
∑

∀u∈V
(
|Ru→v| − (q− |Cu→v|)|S|

)
≥ 0

������ ������ ��
∑

∀u∈V
(
q2−(|Sv|+1)(q−φu→v)−(q−|Cu→v|)|S|

)
≥ 0# 6���
����

��
 |Cu→v| ≥ φu→v �%�����	
� I#<�� ����� ������ �� ���� �� ��

∑

∀u∈V
(
q2− (|Sv|+

1)(q− φu→v)− (q− φu→v)|S|
)
≥ 0 �

∑
∀u∈V

(
q2 − (|S|+ |Sv|+ 1)(q− φu→v)

)
≥ 0 �∑

∀u∈V
(
q2−(|S|+|Sv|+1)q+(|S|+|Sv|+1)φu→v)

)
≥ 0 �Nq2−N(|S|+∑

∀u∈V |Sv|+
1)q + (|S| + ∑

∀u∈V |Sv| + 1)
∑

∀u∈V φu→v ≥ 0 � q2 − (2|S| + 1)q + (2|S| + 1)φ ≥ 0#

0 ��������� ����	 ����������� �� ����"��
� �������� �� 
�� �
 ���
 �� q#

'(��� ∆ = (2|S|+ 1)2 − 4(2|S|+ 1)φ = (2|S|+ 1)(2|S|+ 1− 4φ)# $�� ∆ ≤ 0�  �

������ 	 ����	 q2 − (2|S| + 1)q + (2|S| + 1)φ ≥ 0# /��� 2|S| + 1 > 0� ������
����

�� ������ 	 ∆ ≤ 0�  � ������ �� ������ 2|S| + 1 − 4φ ≤ 0 � φ ≥ 2|S|+1
4

#

0 ��� ��	 ��� 4����
���
 (=#?� ���
 ��� ��� 4����
���
 (=#B� ����� ��������

���� ��� ����� "��� P̃P ≥ PD# *	
��"������ ����	
� ��
 ���� ��  ����
��� ���

���������� ���� ����� ��� �� ����������� �� p̃max# (�������� �� p̃0 �-������� ���

����
�����
 ��� ����� ������� �� ����� ������
 ��� ��� �� ������# �� 4�"�	
� (=#C�

��� 
��� ��������� ��� ������	�� �����	
� ��
"�� ����� ����	
� �� ���.�� ���� ����

�p̃0max � p̃0min
: p̃0max ≤ p̃0 ≤ p̃0min

� ��� ��
"� ��� p̃0 ���� 
����������� �� P̃P � �


������	�	 ��� |S| 
���#

������	 !'(5 E�"&�� ��� p̃0max = 1

|S|+1
) ��� p̃0min

=
q2−(2|S|+1)

(
q− 2|S|+1

4

)
(
q2−(|S|+1)

(
q− 2|S|+1

4

))
(|S|+1)

)

������
�� ��� ����"�� �
� ��������� �������� ����
 ��� p(

&��#� :�H *�
���� 
� �� 4�"�	
� (=#B� ������� ��� ������	�� �����	
� ��
"�

��� p� �� 	 ��� ��	
∑

∀u∈V
(
|Ru→v| − (q − |Cu→v|)|S|

)
≥ 0 �������������# �����
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p̃0 =

∑
∀u∈V

(
|Ru→v|−(q−|Cu→v|)|S|

)
∑

∀u∈V

(
|Ru→v|(|S|+1)

) = 1

(|S|+1)

(
1 −

∑
∀u∈V (q−|Cu→v|)|S|∑

∀u∈V |Ru→v|

)
≤ 1

|S|+1
# *����"
�

p̃0max = 1

|S|+1
#

/�� �� 4�"�	
� �(=#>�� 	 ����	 |Ru→v| ≥ q2 − (|S| + 1)(q − φu→v) ����������!

��� ��� ����
���� ��
 p̃0 = 1

(|S|+1)

(
1 −

∑
∀u∈V (q−|Cu→v|)|S|∑

∀u∈V |Ru→v|

)
� ��
���������� ��� p̃0 ≥

1

(|S|+1)

(
1 −

∑
∀u∈V (q−|Cu→v|)|S|∑

∀u∈V (q2−(|S|+1)(q−φu→v))

)
=

∑
∀u∈V

(
q2−(|S|+1)(q−φu→v)−(q−|Cu→v|)|S|

)
∑

∀u∈V

(
q2−(|S|+1)(q−φu→v)

)
(|S|+1)

# '(����

p̃0 ≥
∑

∀u∈V

(
q2−(|S|+1)(q−φu→v)−(q−|Cu→v|)|S|

)
∑

∀u∈V

(
q2−(|S|+1)(q−φu→v)

)
(|S|+1)

≥
∑

∀u∈V

(
q2−(|S|+1)(q−φu→v)−(q−φu→v)|S|

)
∑

∀u∈V

(
q2−(|S|+1)(q−φu→v)

)
(|S|+1)

�

���� |Cu→v| ≥ φu→v �%�����	
� I#<�# 0 ��������� ������	 
����� �� ������ ���
∑

∀u∈V

(
q2−(2|S|+1)(q−φu→v)

)
∑

∀u∈V

(
q2−(|S|+1)(q−φu→v)

)
(|S|+1)

# ������� �� ���� �	� ��������	 
����� �� ������� ��

��
 p̃0 ≥ q2−(2|S|+1)(q−
∑

∀u∈V φu→v
N

)(
q2−(|S|+1)(q−

∑
∀u∈V φu→v

N
)

)
(|S|+1)

= q2−(2|S|+1)(q−φ)(
q2−(|S|+1)(q−φ)

)
(|S|+1)

= p̃′min(φ)# /��

�� %�����	
� I#A� ��
���������� ��
 	 ��"�	 ��������

dp̃′min(φ)

dφ
� ����� �����  �����

��� �����"
� 	 p̃′min(φ) ��-���� �� "
 �� φ ��-����# *����"
� 	 �������	 ��
� ���

p̃0� p̃0min
� ����������� ��	 �������	 ��
� ��� φ ��� �� ����� ������� ��� ������	��

�����	
� ��
"� ��� �� p# /��� 	 ��
�� ��
���� 
� �� 4�"�	
� (=#?� ����������� ���

φ = 2|S|+1
4

� 
� ��������� p̃0min
=

q2−(2|S|+1)

(
q− 2|S|+1

4

)
(
q2−(|S|+1)

(
q− 2|S|+1

4

))
(|S|+1)

#

�� 4����
��� (=#? ��� (=#C ����� �	
������ ��� �	� ����
������	�	 ���
 �����
�!

��
 ��� ����
�.�� ��������� �	� %� ������� %�������# 6���
��	
 
��
 ������������

������
 ��� ��	
 ��� �������
��� 	 ����� ���������� �	 ��� ��	 ��� 4����
���


(=#? ��� 
��
 ��
�
 ��� p ���
��� ��� p̃0min
��� p̃0max � 	 ������� ���� �� 
������	

���
������ �� ����� ����� ��� 
������# $�� ��� �� ����
� ��� p̃0min
��� p̃0max �����

������ �� ������� ��"�	 �	
 ������	��
 �	
 ���������
� 	 ����� ��������� ��� �	


������
 ������	��
 �	
 ���������
 |S|/D#
$����� �����
�  �������� ��
 �� ��
�
 ��� N ��� D ����� ������
 ���� ��� �	

�	
������� ��� ������� "��� �� ����� ������ 	 �	
������� ��� ��������
���������

��� �� � ��
��# �� |S| ��������� �� ����� �-����
 ������ 
� �������� �� ����� ������
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�
 
��
 ������	�	
 ��
�
 ��� �	� �� ����	�� �������	
 p ��� p 
�����

�� �������.���� 
��� 
�� ���� ���� ��� �	 �	
������� ��� ��������# /��� 	 ��
� ���

p ����� ��������� ��� ��� ������� ���	�	 ��� ������ ��#�#� ��� �� ������ ��� 	������

� �� 	 ����� ���	�	 ��� ��	��� �� �	
������
 ������
 �	
 
��	
 ������	��
 �	


���������
#

*�������
���� �� 	 ���	�	 ��� ��
��� ����� ������ ��� 	 ������	�� �	
 ����!

�����
 
��"������ ���� 	 ����	 PP > PD  � ��������� �� ������� ���� ��� �� ��

PP ���  � ����� 
������# /� 	 ���	�	 ��� ��
��� ����� ������ ��� 	 ������	�� �	


���������
 ��-������� ���� ����� ������� �� ������� PP < PD# *����"
� ���
� ���

�� �� |S| ����� ������ ������ ���� ��� ������� ��"�	 ������� 
� �	� ���	�	 ���

��
����  � ���� ���� �� �������� 
�� ��
� ��� �� p ���  � ����������� ��	� ��� ���!

�� ��������� � |S| = D# (����� ��
���������� ��� �� 4�"�	
� (=#C� ��
 �� ����

����� p̃0max � 
��"����� �� "
 �� |S| ��-���� 
� ��������� ��� |S| = D �� �����	
�

��� ��
"� (p̃0min
, p̃0max) �� ������
����� 
��������
 ��
�
 ��� �� p# 7��� ��������� ��

p = p̃0min
||S|=D ����� 
�� ���� ������� ��� �� p� ���� �� |S| ��� ����� ��� ���
�� �����

���
� ��� �� ��� ��	��� �� 
���������	�	 ��� PP � 	 ����	 PP > PD �������������#

���6 �������
 ��� �
�
,�71�

3���� �"�� 
����� 	��� �� ��� ���
 ���
 �����
 P̃P ≥ PD# *�	 �������� 
����"����

�� ��� ���
 ��� ��
 �����
 �� P̃P ��������'�� ��� PP # (�������� �� ������������� 	

��� ��	 ��� �	� ����� ������ P̃P ≥ PD� ��������� ���� ���� ������ 	 ����	 PP ≥ PD#

*�
���� 
� �� 4�"�	
� (=#B� ������� ��� ������	�� �����	
� ��
"� ��� p� ������

"��� P̃P ≥ PD� �� ������������� 	 ����	
∑

∀u∈V (|Ru→v| − (q − |Cu→v|)|S|) ≥ 0 ���

��
���� 
� �� 4�"�	
� (=#<� ������� ��� ������	�� �����	
� ��
"� ��� p� ������

"��� PP ≥ PD� ��� ����	
� ������������� 	 ����	
∑

∀u∈V (|Ru→v|−(q−|Cu→v|)|Sv|) ≥
0# *�	 �������� �����"���� �� ��� ���
 ��� ��
 �����
 �� ���	���
���
 ��� ���
 �����

��
��#

/�� �� %�����	
� I#>� ��������� ��
 |PP−P̃P | ≤ 1
N

∑
∀u∈V

(
q−|Cu→v|+p|Ru→v|

q2
(1−

p)|S|
(1 − p)|Sv|−|S| − 1

)
≡ ε1# '(��� V ar{|S|} = 1

ND

∑
v∈V

|S| − |Sv|
 	 ��
#

����� ��� ���

����� ��� ����������# (���� �������
 ��
 �� "
 �� V ar{|S|} ��!

-����� �� ε1 ��-���� �� �����# *����"
� �� P̃P ����� 
�� ���� ���������	 ��� PP
��� ���� 
����
 ��
�
 ��� V ar{|S|} �ε1 → 0�# *�	� ��������	 ���
 ������� ���
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����� ���� �� ��
��� ��� ������� ����� ��� ���� ��� 
� �������� �����
 ��� ��
���

��� ���� D �������
�� ������ ��
 PP ≈ P̃P �V ar{|S|} → 0�# *�	� ��������	 ���

���� �� ��
��� ����� ��� ���� ��� 
� �������� ��� 
������� ��� 
� D� ���� PP = P̃P

�V ar{|S|} = 0�# '(�� ��������
� ����
 �	
 ��������	
 ����� ������ ��� ������ ��

��
��� ����� �������
���� �
���
���� ��	� ��������� 
�� ������
#

0 ������	 ������� ���
��� ����
 ����
 �	
 ��������
 ������ ��� ���	���
����

��� 	�"��

∑
∀u∈V (|Ru→v|−(q−|Cu→v|)|S|)−

∑
∀u∈V (|Ru→v|−(q−|Cu→v|)|Sv|)

�
����� ��	 
�

∑
∀u∈V (q − |Cu→v|)(|S| − |Sv|)

 ≤ ∑
∀u∈V (q − |Cu→v|)

|S| − |Sv|
 ≡

ε2# *����"
� �� "
 �� V ar{|S|} ��������.�� �� 
	���� �� ε2 ��������.�� �� 
	���

���

��� ��� �����"
� 	 ��� ��	 ��� �	� ����� ������ 	 ����	 P̃P ≥ PD� ��������.��

���

��� �	 ��� ��	 ��� �	� ����� ������ 	 ����	 PP ≥ PD#

/�� �	� ���	���
��	 ��.��	�	 ����� ������ ��
 �� "
 �� V ar{|S|} ��-����� ��
ε2 ��-���� ���

��� ���� �� ε1 ��-���� �� �����# *����"
� ��� �	� ��������	 ��	�

����� �� ε1 ��� ������� 
����
 ��
�
� ����� �� ���� �� ε2 �� ������� 
����
 ��
�
 ��� 	

����	 PP ≥ PD �� ������� �� ������������� 	 ��� ��	 ��� ����������� ��� P̃P ≥ PD#

'(��� p0 �����	 	 ��
� ��� p 	 ����� 
����������� �� PP # %�����"
�
dPP

dp

∣∣∣
p=p0

= 0#

0 (-����	 �(=#A� ����������� �� ��� ����"��
� �� 
��D ��� ����� ������� � �������

�� ��� �� 
�� ��������� ������	 ��� �� p0 ��	 ������ ��������	 �D > 4�# (����

�������
 ��
 ��� V ar{|S|} = 0� p̃0 ≡ p0 ��� �����"
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������ ��� ���

����� ���������� 3V ar{|S|} = 0.037) 0.198 ��� 0.136) �
������#

"�4(

��������.���� ��������# '(��� p0,A� p0,B ��� p0,C ������
 �� ��
�
 ��� p ��� ��
 �����


�� PP,A� PP,B ��� PP,C 
���������������� ����������# (���� ������� �� �����	�	 ��

��� �� *��
� (=#A� ��
 �� "
 �� V ar{|S|} ��-����� 	 ������� ���
��� ��� PP ����

����������� ��� �� ������� ��� �� P̃P 
����"���� ��" 	 ������� ���
��� ��	� ��
�

��� p ��� 
����������� �� PP ��� ��	� ��
� ��� p ��� 
����������� �� P̃P �p̃0�� ��-����

���� ��� ���
�����#

���8 ���������
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%�����	�� ��������� |S|/D V ar{|S|} p̃0min
p̃0max p̃0min

||S|=D p̃0max ||S|=D
5�
	�� D5N100 0.34 0.05 0.296608 0.37037 0.059735 0.166667

D10N100 0.212 0.078 0.283345 0.320513 0.34509 0.090909

D15N100 0.181 0.052 0.242686 0.268817 0.024156 0.0625

D20N100 0.165 0.084 0.212199 0.232558 0.018567 0.047619

3����� D5N100 0.7 0.088 0.125 0.222222 0.059735 0.166667

D10N100 0.57 0.172 0.099117 0.149254 0.34509 0.090909

D15N100 0.556 0.213 0.072515 0.107066 0.024156 0.0625

D20N100 0.574 0.218 0.053515 0.080128 0.018567 0.047619

+&	�� D5N100 0.912 0.016 0.075071 0.179856 0.059735 0.166667
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 ��
���
# �� ��������� �
�
� ������� ���������	

��� ������ ��� 
����� �� ����� ������������ 	 ����	 
��
 ������
 �������
#

*�	 
���� �"�� 
����	� �� ������ ���	�	
 ����
����  ���� 	�� �&	��� KA;L� KA@L�

KA<L# /��� ������� ���� ��� 	 ���������	 ��� ������"� ��������� 
� �	 ,�
���!

������ %�������� K;;L� K;@L# (���� ����������� ������� �� ������������ 	 ��
��������

�	
 %� �������
 %�������
 ��� 	 �������� �	
 
� �	 ,�
��������� %������� ��� ���

����
 ������"���
 ��� ������� ���	�	
 ��� ����
����� KA9L#



�������� /�

* ��,������� �������� 
� #�����

.�����

�
(71,N,�/* ��� �	� ��� ��	 ��� �&	��� ������� ���	�	
 ����
�����

��	 ����������	��� ������
 �� ��� ���
 ��� ��
 �����
 	 �� 
������	 ���

�����
���
 ��� �	� %� ������� %������� ����� 
��������	 ��� �	 �� 
���!

���	 ��� �����
���
 ��� �	 ,�
��������� %�������# )� ��� ���
 ������� �������

���	�	
 ����
���� �0 ≤ λ ≤ 1� ����� �� �������
��� 
����	
 ����� ��� ���������

���
 ��� 	 ������ ��� �����	
 ����������� ��� 	�"�� KA9L# 8������ ��� �� ��������

���� ������� ������������� ��� 
�� ���
� ����� ��������
 ���� �	� ������	 ���

�-��"���� �	
 �� 
������	
� ��� ������ 	 ��������� ����	
� 
��������# (��������

������� �������	 ���
��� ��� ��������
��� ��� 7�������� (= ��� ��� ��������
���

��� �������
 ��������� ��� λ = 1#

:��� 5"��
�*,��� ��" ("����
��� �� /����* ;��<

���

%�����
���� �� �-�� ��� �� ��������
 ��������� 
� �	 �� 
������	 ��� �����
���
�

����� �������	�� �� �-�� ��� �� ��������
 ��������� 
� �	 �� 
������	 �	
 �� �


������	
#

?>
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6����� 5�'����$	�� 0��*$	��


+�� �	� %� ������� %������� �� � ��
��
 u 
�������� �� 
�� ����� ����� i 
� �� �!

���	�� λ� �� i ∈ Ωu# /� i /∈ Ωu� �� � ��
��
 u 
�������� 
� �� ����	�� pλ# 7� �

����
 ��
��
 χ� ��� ��� ����� i ∈ Ωχ� 
�������� ��	� ���� ����� ����� i 
� �� ���!

�	�� λ� ��" �� i /∈ Ωχ� 
�������� 
� �� ����	�� pλ# *����"
� ��� i ∈ Ωu� PP,i,u→v =

λ(1 − λ)|Oi,u→v|(1 − pλ)|Oi,u→v
c |� ��" ��� i /∈ Ωu� PP,i,u→v = pλ(1 − λ)|Oi,u→v|(1 −

pλ)|Oi,u→v
c | # 6���
���� ��
 |Oi,u→v| + |Oi,u→v

c| = |Sv|� ��� i ∈ Ωu� PP,i,u→v =

λ
(

1−λ
1−pλ

)|Oi,u→v|
(1− pλ)|Sv|� ��" ��� i /∈ Ωu� PP,i,u→v = pλ

(
1−λ
1−pλ

)|Oi,u→v|
(1− pλ)|Sv|#

/�� ��� ����
�� |Oi,u→v| = 0� �� i ∈ (Ωu − Cu→v) ∪ Ru→v� ��� |Oi,u→v| > 0 ���

i ∈ Cu→v � i /∈ Ωu ∪Ru→v# *��������� �� PP,i,u→v ������� ��� �	� ���
��	 �-����	#

PP,i,u→v =




λ
(

1−λ
1−pλ

)|Oi,u→v|
(1 − pλ)|Sv|, i ∈ Ωu, i ∈ Cu→v,

λ(1 − pλ)|Sv|, i ∈ Ωu, i /∈ Cu→v,

pλ(1 − pλ)|Sv|, i /∈ Ωu, i ∈ Ru→v,

pλ
(

1−λ
1−pλ

)|Oi,u→v|
(1 − pλ)|Sv|, i /∈ Ωu, i /∈ Ru→v.

�F=#9�

6���
���� ��
� PP,u→v = 1
q2

∑q2

i=1 PP,i,u→v�

PP,u→v =

∑
i∈Cu→v

(
1−λ
1−pλ

)|Oi,u→v|

q2
λ(1 − pλ)|Sv|

+
q − |Cu→v| + p|Ru→v|

q2
λ(1 − pλ)|Sv|

+
p
∑

i/∈Ru→v∪Ωu

(
1−λ
1−pλ

)|Oi,u→v|

q2
λ(1 − pλ)|Sv|. �F=#;�

6����! 5�'����$	�� �	� ��������	


8���� �	
 (-����	
 F=#;� 	 �� 
������	 ��� �����
���
 ��� �	� %� ������� %���!

����� ��
����.�
��	 
� PP � ������� ��� �	� ���
��	 �-����	� KA9L#

PP =
1

N

∑
∀u∈V

∑
i∈Cu→v

(
1−λ
1−pλ

)|Oi,u→v|

q2
λ(1 − pλ)|Sv|
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+
1

N

∑
∀u∈V

q − |Cu→v| + p|Ru→v|
q2

λ(1 − pλ)|Sv|

+
1

N

∑
∀u∈V

p
∑

i/∈Ru→v∪Ωu

(
1−λ
1−pλ

)|Oi,u→v|

q2
λ(1 − pλ)|Sv|, �F=#@�

���� v ∈ Su#

/�� ��
 (-��"���
 �6=#B� ��� �F=#@� ��������� ��
 ��� p = 0� PP = PD� ��" ���

p = 1� PP = 1
N

∑
∀u∈V λ(1 − λ)|Sv|# �� ��-�� 
���
 �	
 ���������
 ����	
 �����


��������� ��� 
	����
 ��� 0 < λ < 1#

*�� *��
� F=#9���� ��������.���� 	 �� 
������	 ��� �����
���
 ��� �� ������ ���

*��
���
 8=#?� ��� �������
 ��
�
 �	
 �� ����	��
 �������	
 p� �
 ������	�	 ��� λ#

(���� ������ ��
 �� "
 �� λ ��-����� �� PP ��-���� ��	�������� ��� �� PD 
���� 
��


�����	 ��
�# /� 	 
�����	 ��
� ������� �� ��� λ < 1� ���� �� "
 �� λ ������.�� ��

��-����� �� PP 
��"����� 
���� λ = 1# ')��
 
����� �� �����	�	 ��� ������
 �� ��
�


��� p ��� ��
 �����
 �� PP ����� 
����� ��� 
����
 ��
�
 ��� λ� ���������� �� 
����


��
�
 ��� PP ��� 
�����
 ��
�
 ��� λ ��� ����������# �� *��
� F=#9��� ��������.��

�� PP �
 ������	�	 ��� p ��� �����������
 ��
�
 ��� λ# �� ���� ��
�����
� ���


���	���
���
 ����� ������� �� �-�� ��#

0
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λ

PP
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( )0=pPD

����������� 	���
�����
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p

1.0=λ

5.0=λ
0.1=λ

PP ����������� 	���
�����

�� PP  � ���!����� ��� λ� �� PP  � ���!����� ��� p�

�%��	 ;'()* ���������� ������������ ��� �� ������
���� ��� ����������) PP )

��
 ��
 ����
����� ��������( +�����
���� ��� ��� p = 0) PP = PD(

/�� �	� ���	���
��	 ��.��	�	 ��������� ��
 
�� ��������
��	 ��
� ��� p 
���!

�������� �	 �� 
������	 ��� �����
���
 ��� 
�� ��������
��	 ��
� ��� λ# ) �����
�
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������� ����� �� ��� ��� �� ��� ���
 ���
 �����
 ������ PP ≥ PD ��� �� �� ��������

�� ��
�
 ��� p �� ����	 
� �� λ ��� ��
 �����
 �� PP 
��������������#

:��# �����

������ +�
���������� ��� 5"��
�*<

,���� ��" ("����
���

%����	�"���
 ��
 ����� ������� �� �-�� ��� ��������� ��������
��� ��� �	 �� 
�!

�����	 ��� �����
���
 ��� �	� (-����	 �F=#@��  � 
����	 �� 
�� ��� �������	 
����

�	
� KA9L#

'(��� P̂P �����	 	 ��
� ��� PP ��� ��������� �� �� 1−λ
1−pλ ����������� �� 
� �	 
�!

����� KA9L# ����� P̂P = 1
N

∑
∀u∈V

|Cu→v|
q2

λ(1−pλ)|Sv| + 1
N

∑
∀u∈V

q−|Cu→v|+p|Ru→v|
q2

λ(1−
pλ)|Sv| + 1

N

∑
∀u∈V

p(q2−q−|Ru→v|)
q2

λ(1 − pλ)|Sv| ��� �������

P̂P =
1

N

∑
∀u∈V

1 + p(q − 1)

q
λ(1 − pλ)|Sv|. �F=#<�

(������ 1−λ
1−pλ ≤ 1� ������ ��
 P̂P ≥ PP #

%����� ��� �� P̂P ���� 
�� ��� ����	��	 
���� ��� ���� ��� PP � ��� 
����� ��

����� �� �����������# ')��
 ��������� ��� �	� (-����	 �F=#<� �� P̂P ����������� ��

��� ����"��
� �� 
��D+1 �
 ���
 �� p� ��� ������ �� ��.�
 ����� ������� � �������

�� ��� ��� ��	 ������ ��������	 �D > 3�# 3�� ��� ����	��	 
����� ������� ��� P̂P �

�� P̃P � ��������� ��	 ��������# �� P̃P ����������� ��� 1
N

∑
∀u∈V

1+p(q−1)
q

λ(1− pλ)|S|

��
�����
 ������ 
� ��� 
� �������� ��� 
� |S| ���� ����������� 
� �� 7������� (=�#
������� �� P̃P ������� ��� �	� ���
��	 �-����	#

P̃P =
1 + p(q − 1)

q
λ(1 − pλ)|S|. �F=#A�

�� P̂P 
����� ���� �� ����� ���� �� 
	� ����� 
�� ���� ���������	 ��� PP ��� ��

P̃P 
����� ���� �� ����� ���� �� 
	� ����� 
�� ���� ���������	 ��� P̂P # ')��
  � �����

��������� ���
� ��� ��� ������
 ��
 ������"���
 ��� �� P̂P ��� ����� 
�� ���� ������!

���	 ��� PP ��� �� P̃P ��� ����� 
�� ���� ���������	 ��� P̂P � �� ��������
��� �	


������	
 ��� ������ �� 
������ �� ��	��
����	 ��� ������
���� �� 
���������	 ��

	 �� 
������	 ��� �����
���
#

�� ���
��� ���  ����
��� ������������ ��
 ������� ��� ������	�� �����	
�

��
"� ��� �	� �� ����	�� �������	
 p �	
 
����
 [0, pmax] ����� �� pmax� 0 <
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pmax ≤ 1� ����������� �� �����	 �	� ��
� ��� p ��� �	� ����� P̃P = PD� ������ "���

�� ������ P̃P ≥ PD� ���-���	�� ��� �	� ��
� ��� λ#

������	 ;'() @���"�� �
� ��������� �������� ����
 ��� p) ������ ���� P̃P ≥ PD)

�
�$������ ��
 ��
 ���� ��� λ(

&��#� :�H 8���� �	
 ,�
���������
 %�������
� q ����� � 
������
 ��� 
�
 �����!

 ������ ���
 �����
 
�� 
������	 
����� �� ����� �������
 ��� �����"
� qλ ����� �


������
 �
���
� ��� 
�
 ������"� 
��������� �� ��� �������# $�� �� � 
������	

u→ v� ��
���� 
� �	� (-����	 �6=#>�� q − |Cu→v| +
∑

i∈Cu→v
(1 − λ)|Oi,u→v|λ ≤ qλ#

*����"
� ��
���� 
� �	� (-����	 �6=#B�� PD ≤ λ
q
# /����� ������� �� ��� �� ��

�����	
� ��
"� ��� p� ��� �� ����� ������ ��
 P̃P ≥ λ
q
# *�� %�����	
� II#9 �����!

��.���� 	 ��"�	 ��������
� dP̃P

dp
= pλ(|S|+1)(1−q)+q−1−λ|S|

q
λ(1 − pλ)|S|−1� ��� �����"
�

dP̃P

dp
= 0 ��� p = q−1−λ|S|

λ(|S|+1)(q−1)
�≡ p0�# 6���
���� ��
 P̃P = PD ��� p = 0� �� .	���!


��� �����	
� ��
"� ��� p ��� �������� �� dP̃P

dp
< 0 ��� ���
 ��
 ��
�
 p ∈ (0, 1]# 0

����	 dP̃P

dp
< 0 ������������� �� p0 < 0 ��� ���
 �������� ��� %�����	
� II#9� p0 < 0�

�� λ > q−1

|S| # 6���
���� ��
 |S| ≤ D �	 ����	�� ������ ���� ���� �� ��
��� �����

D �������
� ��� q ≥ kD + 1 ≥ D + 1 �	 ����	�� ������ ��� k = 1�� ��
����������

��
 |S| ≤ q − 1 � q−1

|S| ≥ 1# 6���
���� ��
 λ ≤ 1� 	 ����	 λ > q−1

|S| ��� ������ ���

�����"
� ��� ����� ������� �� ������ 	 ����	 dP̃P

dp
< 0 ��� ���
 ��
 ��
�
 p ∈ (0, 1]#

*����"
� ������� ��� �����	
� ��
"� ��� p ������ "��� P̃P ≥ PD� ���-���	�� ���

�	� ��
� ��� λ#

������	 ;'(, /� ��������� �������� ����
 ��� p ��
�� ��� ���%�� [0, pmax]) ���

������ 0 < pmax ≤ 1(

&��#� :�H /� 	 ����	 λ ≥ q−1

q|S|+q−1
�������������� ����� ��
���� 
� �� %�����	
�

II#9� p0 ≤ 1� ���� p0 = q−1−λ|S|
λ(|S|+1)(q−1)

# /�� �� %�����	
� II#9 ������� ������� ��
 ���

��
�
 ��� p ����� ��� 0� ������ ��
 dP̃P

dp
> 0# 6���
���� ��
 dP̃P

dp
= 0 ��� p = p0�

���� dP̃P

dp
> 0 ��� p < p0 ��� dP̃P

dp
< 0 ��� 1 ≥ p > p0 �dP̃P

dp
= 0 ��� 
��� 
�� ��
�

��� �����	
� p ∈ (0, 1)� ���
 ������� ������ ��� �� %�����	
� II#9�# '(���� ����

λ ≥ q−1

q|S|+q−1
� P̃P = λ

q
��� p = 0 ��� �� "
 �� p 
����"���� �� P̃P 
����"��� 
����

p = p0# 7� "
 �� p 
����"��� ��� p > p0� �� P̃P 
��"����� 
���� p = 1� ����� ������
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��
 P̃P = λ(1 − λ)|S|# /� λ(1 − λ)|S| > λ
q
� ���� pmax = 1# /� λ(1 − λ)|S| ≤ λ

q
� ����

������� 
�� ��
� p = pmax ≤ 1� ������ "��� �� ������ P̃P = λ
q
#

/� λ < q−1

q|S|+q−1
� ���� dP̃P

dp
> 0� ��� ����� ��
� ��� p# *����"
� �� P̃P ��� ���

��-���� 
� ��������
� pmax = 1 ��� �� 
������ �� ������������� ��� p = 1#

�� ��������
� ��� *��
���
 F=#; ��������.�� ���� ����������� ���	 ��
���"� ���

������������ ��� P̃P # '(���� ����	
 �	
��� �� �� p0 ��� pmax� ��� �	� ��������	 ���

λ = 1# $�� �	� ��������	 ��� λ = 0.5� ����� ������ ��
 �� p0 ����� ����� ��� 0.4 ��"

�� pmax = 1# $�� �	� ��������	 ��� λ = 0.1� 	 
�����	 ��
� ������������� ��� p = 1�

��" �� pmax = 1# (���� ������ ��
 ��� �����������
 ��
�
 ��� λ� �����������
 ��
�


��� p ������������ ��� 
������ ��� P̃P # �� 4�"�	
� F=#@  �
���"��� ��
 ��� ���
 ���

��������.�� ��
 �������	��
 ������
 ��������� 
� �	 
���������	�	 �	
 �� 
������	


��� �����
���
#
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PP
~

maxp0p

����������� 	���
�����

�%��	 ;'(,* ���������� ������������ ��� �� ������
���� ��� ���������� P̃P ��

��
������ ��� p ��� ���%�������� ����� ��� λ(

������	 ;'(- �
 λ < q−1

q|S|+q−1
) �
�� �� P̃P ��������������� ��� p = 1( �
 λ ≥

q−1

q|S|+q−1
) �
�� �� P̃P ��������������� ��� p = q−1−λ|S|

λ(|S|+1)(q−1)
(
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&��#� :�H ')��� λ < q−1

q|S|+q−1
� ���
 ���	�� ��� ��	� ������-	 ��� 4����
���


F=#;� ������ ��
 dP̃P

dp
> 0# *����"
� 	 
�����	 ��
� ��� P̃P ������������� ��� p = 1#

')��� λ ≥ q−1

q|S|+q−1
� ���
� ����	
� ���	�� ��� ��	� ������-	 ��� 4����
���
 F=#;�

������ ��
 dP̃P

dp
≥ 0 ��� p ∈ [0, p0] ���

dP̃P

dp
≤ 0 ��� p ∈ [p0, 1]# *����"
� 	 
�����	

��
� ��� P̃P ������������� ��� p = p0 = q−1−λ|S|
λ(|S|+1)(q−1)

#

3� ���	 �� ��������
��� ��� 4����
���
 F=#@� 	 ��
� �	
 �� ����	��
 �������	


p ��� 
����������� �� P̃P ��� ��
����.���� �
 p̃λ,|S|� ������� ��� �	� ���
��	 �-����	#

p̃λ,|S| =




1, �� λ < q−1

q|S|+q−1
,

q−1−λ|S|
λ(|S|+1)(q−1)

, �� λ ≥ q−1

q|S|+q−1
.
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�%��	 ;'(-* ������������ ������������
 ��� �� ������
���� ��� ����������)

PP ) �� ��
������ ��� λ) ��� ���%�������� ����� ��� p 3p = 0) p = 0.1) p = 0.15)

p = 0.25) p = 0.5) p = 1.0 ��� p = p̃λ,|S|4( |S| = 2.963 ��� |S|/D = 0.494(

')��� p = p̃λ,|S|� �� P̃P 
�������������� ���� ���
������ ��� ��� �� PP 
�� ��!

�����	 ��
�������� ��� ���� ��� ����
��	 ��
� ��� p ���� �� λ ��� ����� ��� ���#

/��� ��������.���� ��� *��
� F=#@� ��������� 
� ��������
��� �����
��"���� ���

�� ������ ��� *��
���
 8=#?# *� ���� �� ���
�� �� PP ��� p = p̃λ,|S| ����� �����
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��� 
������ ��� ������������� ��� ����������� ���	 ��
���	 ��� ��� ���
 ��
�


��� p# )� ������"���
 ���
 �����
 �� ��������
��� ����
 �	
 ������	
 
������ ��

��	��
����	 ��� ��� �� 
���������	 �� �� PP ��� ���� ��	 
� �� P̃P ��� 
����� 	��


���� �"���� �������"���� ��	 ��������#

:��' �������
 ��� �
�
,�71�

%��� ����� ����� �� P̂P ��� PP �-������� ��� �� ���� ����� ����� �� 1−λ
1−pλ ��	 
������

KA@L# %�����"
� �� 1−λ
1−pλ ����� ����� ��	 
����� ��� 
����
 ��
�
 ��� λ ��� 
�����


��
�
 ��� p� ���
 �������� ��� ��� �� %�����	
� II#;# /��� ��������.���� -��� ���

��� ��� *��
� F=#<� ��� ����� �� ������ ��� *��
���
 8=#?� ���� �� PP ��� ��

P̂P ��������.����� ��� �
 ������	�	 ��� λ ��� �����������
 ��
�
 ��� p ��� ��� �


������	�	 ��� p ��� �����������
 ��
�
 ��� λ# 0 ��
���	 ��� P̂P ����� ���� ����� ��

�����	 ��� ����������� ��� PP ��� 
����
 ��
�
 ��� λ ��� ��� 
����
 � 
�����
 ��
�


��� p#

3�� ������������ �������	�	 ������� 
� �� *��
� F=#< ����� ������
 ��
 ��
����


��� ������������ ��� PP ��� ��� P̂P ��� �� �����
� ��" 
����� �� 
	� ����� ������

����� �� ���� ���
�# /��� �	
����� ��
 ������
 �� ��
�
 ��� p ��� λ� ��� ��
 �����


�� P̂P 
��������������� ����� ����� �� ������
 ��
 ��
�
 ��� p ��� λ ��� ��
 �����
 ��

PP 
��������������� ���
 ����	
 
����� �� �����	�	 �� ��� �� *��
� F=#<#
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�%��	 ;'(.* ���������� ������������ ��� ��
 ������
���� ��� ���������� PP )

P̂P ��� P̃P (
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�� ���� ����� ����� �� P̂P ��� P̃P � ����������� ���� 
����	 �� ��� 7������� (=�

���� ����� ������
 � ����
 ��� ���.�� 	 �������	 �	
 ������	��
 �	
 ���������
�

V ar{|S|}# *�� *��
� F=#<� ���� ��������.���� ��� �� P̃P � �������� ��
 �� ���
�

�	
 ���������	
 ��
���	
 ����� ����
��� 
� ���� �	
 ��
���	
 ��� P̂P # (���	
� �����

������ ��
 ��� 
����
 ��
�
 ��� p ��� λ� �� ��� ��
����
 ����� �����# /��� �������

���� ��
 1
N

∑
∀u∈V (1−pλ)|Sv|−|S|−1

� ���
 ��������� ��� �� %�����	
� II#@� �����

����� ��� 
	��� ���� �����"
� �� |P̃P − P̂P | ����� ����� ��� 
	���� ��� 
����
 ��
�

��� p ��� λ# (���� �������
� ������� ��
 ���
� ��� �� �� P̂P ��� ����� ����� ��� P̃P
��� ����
��� λ� �� ��
�
 ��� p ��� ��
 �����
 �� P̃P 
��������������� ����� ����� ��

������
 ��
 ��
�
 ��� p ��� ��
 �����
 �� P̂P 
��������������#

������� ��
���������� ��
 ��� 
�������	 ����� 	 ��
� ��� λ ��� V ar{|S|} ��� 
���!
�����	 	 ��
� ��� p� ���� �������� ��������.���� �� PP ��� �� P̃P # %����
� ���
�

��� ��� ������
 ��
 ������"���
 ��� �� PP ��� ����� ����� ��� P̃P � �� ��������
�!

�� �	
 ������	
 ��� �� P̃P 
������ �� ��	��
����	 ��� ������
���� �� ������� ��

�� 
������	 ��� �����
���
� PP � ����� ��� 
������#

:��- /�1�� ��� λ �
� |S|
0 ��"�	 ��� λ ��� |S| ���������� "��� �� ����� ����	 ��� ��������
���� �	
 ���	�	!
 ����
 ������	
 ��� ����������� �	
 (-����	
 �F=#>�# /� 	 ������	�� �	
 ���������
�

|S|/D� ����� ������� �� |S| 
����� �� ������������ ���� �� D ����� ������# *�	 ��!

���� ��������	� ����� ������� �� λ ���M� |S| �� 
	� ����� ������ ��� �����"
�  �

���� �����
� �� �������� ���������
 ��������
 ��� ������
 ��
 ��
�
 ��� p ��� ��


�����
 	 �� 
������	 ��� �����
���
 ��� �	� %� ������� %������� ���  � ����� 
��


���������	
��	�  � ����� �� 
��������	 ��� �	 �� 
������	 ��� �����
���
 ��� �	

,�
��������� %�������� KA9L#

$�� �	� ��������	 ��� �� λ ����� ������ ���� ��� ����� ������ �� |S|� ��
�������
���&	 	 ����� ����� ��������� ���� ����������� ��� |S| = D� ��� 	 ���������	 ��
�

��� �� p� ��
����.�
��	 �
 p̃λ� ������� ��� �	� (-����	 �F=#B�# $�� �	� ��������	 ���

�� |S| ����� ������ ���� ��� ����� �� λ� ��
�������� ���&	 ��� ���
 �&	��� �������
���	�	
 ����
���� ��	���� λ = 1� ��� 	 ���������	 ��
� ��� p� ��
����.�
��	 �


p̃|S|� ������� ��� �	� (-����	 �F=#?�# ����
� ��� �	� ��������	 ��� ��� �� λ ��� ��

|S| ��� ����� ������� 	 ���������	 ��
� ��� �� p � ���"���
� λ = 1 ��� |S| = D��



;��+� -�0�� ��� λ �	� |S| CA

��
����.�
��	 �
 p̃� ������� ��� �	� (-����	 �F=#C�#

p̃λ =

{
1, �� λ < q−1

qD+q−1
,

q−1−λD
λ(D+1)(q−1)

, �� λ ≥ q−1
qD+q−1

.
�F=#B�

p̃|S| =
q − 1 − |S|

(|S| + 1)(q − 1)
. �F=#?�

p̃ =
q − 1 −D

(D + 1)(q − 1)
. �F=#C�

�� ���
���  �"�	
� ����������� ��
 ����������� ��
� ��� �� p ��������� ���

����������� ��� ��
 (-��"���
 �F=#B�� �F=#?� ����F=#C�� 	 �� 
������	 ��� �����
�!

��
 ��� �	� %� ������� %������� ����� 
��������	 ��� ���� ��� �	 ,�
���������

%�������#

������	 ;'(. :�� ���� ���� ��� ����

����� ��
� ���� p ��� �� p̃λ) p̃|S| � p̃)

���
��������� � �"��� P̃P ≥ PD(

&��#� :�H 0 ��
� p̃λ,|S| ������ ��� ������	�� �����	
� ��
"� ��� p ��� �� �����

������������� 	 ����	 P̃P ≥ PD# *�
���� 
� �� 4�"�	
� F=#;� ���� �� �����	
�

��
"� ����� �	
 
����
 [0, pmax]� ��� ������ 0 < pmax ≤ 1# (���� ������ �� ���� ��

��
 �� p̃λ� p̃|S| ��� p̃ ����� 
�������� � ��� 
� �� p̃λ,|S|#

%�����
���� �� ���� �� ��
 p̃λ ≤ p̃λ,|S|� �� ��� ������
��� ��
"� ��� λ ���

(-��"���� �F=#>� ��� �F=#B�  � ������ �� ������ ���# 6���
���� ��
 |S| ≤ D� ������

��
 q−1
qD+q−1

≤ q−1

q|S|+q−1
# *����"
� ��� λ < q−1

qD+q−1
� ��
���� 
� ��
 (-��"���
 �F=#>�

��� �F=#B�� ������ 	 ����	�� p̃λ = p̃λ,|S| = 1# $�� q−1
qD+q−1

≤ λ < q−1

q|S|+q−1
� ���� p̃λ,|S| = 1

��� p̃λ = q−1−λD
λ(D+1)(q−1)

# ')��
 �������� ��� ��� �� %�����	
� II#<� ������������� 	 ����	
q−1−λD

λ(D+1)(q−1)
≤ 1 ��� �����"
� ������������� ��� 	 ����	 p̃λ ≤ p̃λ,|S|# $�� λ ≥ q−1

q|S|+q−1
�

���� p̃λ,|S| = q−1−λ|S|
λ(|S|+1)(q−1)

��� p̃λ = q−1−λD
λ(D+1)(q−1)

# *�
���� 
� �� %�����	
� II#<�

q−1−λD
λ(D+1)(q−1)

≤ q−1−λ|S|
λ(|S|+1)(q−1)

� ��� �����"
 ������ ����� 	 ����	 p̃λ ≤ p̃λ,|S|#

%�����
���� �� ������� �� ��
 p̃|S| ≤ p̃λ,|S|� ����� ������ �� ���� �� ��
 ������
q−1−|S|

(|S|+1)(q−1)
≤ q−1−λ|S|

λ(|S|+1)(q−1)
# *����"
� ����� ������ �� ������� �� ��
 q − 1 − |S| ≤

q−1−λ|S|
λ

� λ(q − 1) − λ|S| ≤ q − 1 − λ|S| � λ(q − 1) ≤ q − 1# 0 ��������� ����	

������ ����� ��� �����"
� p̃|S| ≤ p̃λ,|S|#

%�����
���� �� ���� �� ��
 p̃ ≤ p̃λ,|S|� ����� ������ �� ���� �� ��
 p̃ ≤ p̃|S| �
q−1−D

(D+1)(q−1)
≤ q−1−|S|

(|S|+1)(q−1)
� q−1−D

D+1
≤ q−1−|S|

|S|+1
� (|S|+1)(q−1−D) ≤ (D+1)(q−1−|S|)
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� q|S| + q − |S| − 1 − D|S| − D ≤ qD + q − D − 1 − |S|D − |S| � q|S| ≤ qD# 0

��������� ����	 ������ �����#

:��. (�
����� ��� ��������� ���

$�� �	� ��������	 ��� �&	��� ������� ���	�	
 ����
����� λ = 1� ��� 7������� (=

����������	�� 
�� ������������� ������	 ��� ��� ���� �� �����	��� �p̃0min
< p̃0max�

��� �	� ��
� ��� p ��� 
����������� �	 �� 
������	 ��� �����
���
# *�������
����

����� ��� 4����
���
 (=#C� p̃0min
=

q2−(2|S|+1)

(
q− 2|S|+1

4

)
(
q2−(|S|+1)

(
q− 2|S|+1

4

))
(|S|+1)

��� p̃0max = 1

|S|+1
#

(���� ������������ 	 �������	 ��� ��������
���� ��� 7�������� (= ��� ��� �������


��������� ��� λ = 1#

������	 ;'(/ E�"&�� ��� p̃|S| < p̃0max �� ���� ���������( 	����� ��"&�� ��� p̃|S| >

p̃0min
) �
 ��� �

� �
 q > |S|2|S|+1

2|S|−1
(

&��#� :�H %�����
���� �� ������� �� ��
 p̃|S| < p̃0max � ����� ������ �� ���� �� ��

q−1−|S|

(|S|+1)(q−1)
< 1

|S|+1
� q−1−|S|

q−1
< 1 � q − 1 − |S| < q − 1 � |S| > 0# 0 ��������� ����	

������������� �����#

%�����
���� �� ������� �� ��
 p̃|S| > p̃0min
� ����� ������ �� ������� �� ��


q−1−|S|
(|S|+1)(q−1)

>
q2−(2|S|+1)

(
q− 2|S|+1

4

)
(
q2−(|S|+1)

(
q− 2|S|+1

4

))
(|S|+1)

� q−1−|S|
q−1

>
q2−(2|S|+1)

(
q− 2|S|+1

4

)

q2−(|S|+1)

(
q− 2|S|+1

4

) � q−1−|S|
q−1

>

q2−(|S|+1)

(
q− 2|S|+1

4

)
−|S|

(
q− 2|S|+1

4

)

q2−(|S|+1)

(
q− 2|S|+1

4

) � 1 − |S|
q−1

> 1 −
|S|

(
q− 2|S|+1

4

)

q2−(|S|+1)

(
q− 2|S|+1

4

) � ��
 ������

1
q−1

<
q− 2|S|+1

4

q2−(|S|+1)

(
q− 2|S|+1

4

) � q2 − (|S| + 1)
(
q − 2|S|+1

4

)
< (q − 1)

(
q − 2|S|+1

4

)
�

q2 < (q + |S|)
(
q − 2|S|+1

4

)
� 4q2 < (q + |S|)(4q − 2|S| − 1) � 4q2 < 4q2 − 2q|S| −

q+ 4q|S| − 2|S|2 − |S| � 0 < −q+ 2q|S| − 2|S|2 − |S| � q− 2q|S|+ 2|S|2 + |S| < 0 �

q(1− 2|S|) < −2|S|2 − |S|# 6���
���� ��
 1− 2|S| < 0� ����� ������ �� ���� �� ��


������������� 	 ����	 q > |S|2|S|+1

2|S|−1
# *����"
� p̃|S| > p̃0min

� �� ������������� 	 ����	

q > |S|2|S|+1

2|S|−1
� ��" �� q < |S|2|S|+1

2|S|−1
� ���� p̃|S| < p̃0min

#



;��8� �����
*��	�	 ��������0���� CB

')��
 ��������� ��� �� 4�"�	
� F=#A� 	 ����	 p̃|S| < p̃0max ����� ������������� ���

	 ����	 p̃|S| > p̃0min
������������� �� q > |S|2|S|+1
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 W (G(V,E))� ���������

�� ������������� ���
  ���� W �� �� � ��������� G(V,E)� �� ����� ������� ��
�
 ���

0 
���� 1� 
� �� 0 �� ����������� ��	 �������� ����� ��������� ��� ���������� ���


��������
��
 N ��� D ��� 
� �� 1 �� ����������� ��	� ����������� ����� ���������

��� ���������� ���
 �����
 ��������
��
#

7����� � 0������ W

')��
 ����� ������ ��� 7������� 8=� 
�� 
������	 u → v ��	���.���� ��� ��
 
���!

�����
 ��� ��
��� ��� ������� ��� ������ Sv ∪{v}−{u}# �� ������ ��� ��
���
Su� ���
�.���� �&
��� ��
 �

� ������� ����

�
 ��� ��
��� u ��������� 
� �	 
�!

�����	 u → v� �� ������ Sv − {u}� ∀v ∈ Su� ���
�.���� �&
��� ��
 �&� ������


����

�
 ��� ��
��� u ��� 	 ����	 ��� ��� ������� ���
�.���� ��
������ �����
��

�&� ������
 ��� ��
��� u ��������� 
� �	 
������	 u → v# *����"
� �� ���������

�������
 ��� ��
���� ��	���.��� ��
 
��������
 ��� �������� ��
���# 3� ���	 ����

�	� �������	�	� 	 ������	�� �	
 ���������
 ����� ������� �� ������� �
 ������ �
�

KA;L#

$�� ��� ����
��� .����
 N ��� D� �������� �����
 ���������
 G(V,E)# (����

������� �� ���	��������	 ��� ����
 �� ���������
 ����� ��� ��� 
�� ��� �������"�

�������� ��� ��
����# '(��� Calculated(G(V,E))� � ����
� �����
� ��
 ��
�����


����

�
 �&� ������
 ��� 
���� ���� �
� ��� ��� ������� ��������
���
 ��� �	�

��������� ��� ������� G(V,E)#

Calculated(G(V,E)) =
∑
u∈V

∑
v∈Su

|Sv − {u}| =
∑
∀u∈V

∑
∀v∈Su

(|Sv| − 1). �G=#9�

'(��� Upper(N,D) ��� Lower(N,D) ��� ����
������ �� ������ �������.����� ���


������ ��#

Upper(N,D) = ND2, �G=#;�

Lower(N,D) =




D2 +D N −D = 1

D2 +D + 4 N −D = 2

D2 − 3D + 4N − 4 N −D ≥ 3.

�G=#@�
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u

χ

u

χ
ψ

�� N = 5� D = 4� �� N = 6� D = 4�

u

χ
ψ

u

χ
ψ

�� N = 7� D = 4� �� N = 8� D = 4�

�%��	 <'()* 0 ���
���� ���
� ��������� ��� D = 4 ��� N = 5, 6, 7, 8) �
������"�(

������	 <'() :�� ��
 ��������� ��� ����&�� G(V,E) �� ����������� N ��� D

3N = |V | ��� D = max∀v∈V Sv4) ��"&�� ��� Lower(N,D) ≤ Calculated(G(V,E)) ≤
Upper(N,D)(

&��#� :�H �� ���� ���� �	
 ��
�
 ��� Calculated(G(V,E)) �������.����  ���"�!

��
 �	� ��� ����� ��������� ��� �	� ����� N = |V | ��� D = max∀v∈V Sv# 0 ��� �����

��������� ����������� �� �����	 �	� ��������	 ��� |Su| = D� ∀u ∈ V # *����"
� ���

��� �� ��� ��� ���
 N ��
���
� �������� D �������
 ���
 ��
���
 ��� D(D − 1)

�������
 ��� ��
����# *����"
� � ��������
 ��� 
�
 ��� �������� ��� ��
���� �����

N(D(D − 1) + D) = ND2# ������� Upper(N,D) = ND2# *	
��"����� ��
 ��	�

��������	 ��� 
�� ��������� ��� ��� .����
 ��
"� N ��� D ��� ����� ������� �� ����

D �������
 ��� �� � ��
��� 	 ����	 Upper(N,D) < ND2 �-������ �� �� ������#
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�� ���� ���� �	
 ��
�
 ��� Calculated(G(V,E)) ����������� ���� ����� ��� 
�

�������"� �������� ��� ��
���� ��� �	 �������� ����� ��������� ��� 
����� ��

����������� ���
 ��
�
 N ��� D# %��������� ������� ��� 
�� ��������� ��� �	� �����


��� ���
 ��
��
� ���� � ��
��
 u�  � ������� 
� |Su| = D �������
 ���
 ��
���
#

(���	
� �������� D − 1 ��
���� �������
 ���
 ��
���
 ��� ��
��� u� �� ������ ���

����� ������� ���� ������� ���
 ��
���
 ����
 ��� ��� ��
�� u# ����
� �������

���
 ��
�� χ ��� ����� �������
 ���
 ��
���
 ��� ��
��� u ��� 	 ���� 
��
 ��������

�
� �
# 6�� �������� ������� �� ���� �	� ���������� ���
 
����� �� ����� ��� ���

�� *��
� G=#9#

*�	� ��������	 ��� N −D = 1� ���
 ��������.���� ��� ��� *��
� G=#9���� �� �

��
��
� ����
 ��� ��� ��
�� u� ���� 
��� ���� ��
�� ���
 ��
���
H ��� ��
�� u#

*����"
� �������� D ��������� ��
��� ��� ��
���� ��� ��� ��
�� u� ��� D ��� ���


���������
 D ��
���
# ������� Lower(D,N) = D2 +D� ��� N −D = 1#

*�	� ��������	 ��� N − D = 2� ���
 ��������.���� ��� ��� *��
� G=#9���� �

��
��
 χ ���� ���
� ���� ��
�� ���
 ��
���
� ��� ��
�� ψ# *����"
� ��������

D+1 ��������� ��
��� ��� ��
���� ��� ��� ��
�� χ� ��� 2 ��� ��� ��
�� ψ# $�� ���

��
�� u� �������� D + 1 ��������� ��
��� ��� ��
���� ��� ��� �� ���� ��� ���


D− 1 �����
�������
 ��
���
 ���� ���
 ������
 � 
���
 �������
 ���
 ��
���
 �����

� ��
��
 u�� �������� D ��������� ��
��� ��� ��
����# ������� Lower(D,N) =

(D − 1)D + (D + 1) + (D + 1) + 2 � Lower(D,N) = D2 +D + 4� ��� N −D = 2#

*�	� ��������	 ��� N − D ≥ 3 ���
 ��������.���� ��� ��� *��
��� G=#9���

��� G=#9���� � ��
��
 χ ����� 	 ���� 
��
 �����
 ��
���# ) ��� 
�
 ��� ��
���

�� ���� �	 ����� ����� ���
 
� N − D − 1# $�� ���
 ��� ��
���
 ��� ����
 �	


�����
� �������� 3 + 2 ��������� ��
��� ��� ��
���� ��" ��� �� ��� ��� ���


N −D− 3 ���������
 ��
���
� �������� 4 ��������� ��
��� ��� ��
����# �������

Lower(D,N) = (D−1)D+(D+1)+(D+2)+4(N−D−3)+3+2 � Lower(D,N) =

D2 − 3D + 4N − 4 ��� N −D ≥ 3#

'(��� W (G(V,E)) 	 
������ ������	��
 �	
 ���������
� 	 ��
� �	
 �����
 ���!

����.���� ���
 ������ ��#

W (G(V,E)) =
Calculated(G(V,E)) − Lower(N,D)

Upper(N,D) − Lower(N,D)
. �G=#<�

')��
 ��������� ��� �� 4�"�	
� G=#9� 0 ≤ W (G(V,E)) ≤ 1# $�� ��
�
 �	



������
 W (G(V,E)) ����� ��� 1� � ��� 
�
 ��� �������"� ��
��� ��� ��
����
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��� ������ ����� �&	��
� ��" ��� W (G(V,E)) ����� ��� 0� � ��� 
�
 ��� �������"�

��
��� ��� ��
���� ��� ������ ����� ��
	��
#

7����! � 0������ |S|/D
0 
������ |S|/D ������ ����	
� ��������
��	 
� ��� ��� 
� ��� ��������"� ��
����

KA9L� KA@L� KA<L� ���
 ��������� ��� ��� ��� ����
� �	
# *�
���� 
� �� 7�������

(=� |S| = 1
N

∑
∀u∈V |Su|# �� |S| ������ ����������� � 
���
 ��� 
�
 �������� ����

��� ��
��� ��� ������# %�����"
� ��� 
���������
 ����� ����
 � ��� 
�
 ���� ���

����� ����� 
�� ���������# %�����"
� 	 ����� ����� ��������� ����� ���� ��	� �����

���� ��
��� ����� D �������
 ��� ������"
� |S| = D# *����"
� 	 
������ |S|/D
����� ���
 ����
 �����
 �� ������������ 	 ������	�� �	
 ���������
� ����  � �������

��
�
 
��������
 � ���
 �	
 
�����
 ��� ������� ����� ��	 
����� �� ��������� ���


�� ����� ���������#

0 ��
�������� �	
 
������
 |S|/D �
���.�� ����
 �	
W (G(V,E))� ��� ��� ������

G(V,E)� ��������� 
� �	� ����� ��������� ���
�
 ����� ��	 
����� ��� ��� ��
 ���


������
�# '(��� ��
 �� N ����� ���� 
����� ��� D � N ��� ���� ��
 ��������� ���

��� ������ G(V,E)� ������ "��� 	 ��������� ��� �� ����� 	 ����� �������� ����� 
�

��������
� �� ������ W (G(V,E)) = 0# 8���� �	
 ���	���
��	
 ������	
� ���� ��

������  � ����������� �� ��� ��
�� 
� D �������
 ���  � ������� 
�� 
���� �������

��� ��
���
� ���
 ��������.���� ��� ��� *��
� G=#9���# *����"
� ���� �� N �����

���� 
������  � ������� ���
 ����������� 
�����
 ��� 
�
 ��� ��
���
 �� ������  �

������� ��	� ������� ��� �� ������  � ����� ��� �������
# *����"
� �� |S|  � �����
���� ����� ��� 2# 7��� �������� 	 ��
� �	
 
������
 |S|/D ���  � ����� 
	�������

�� ���� ��	 
� �	� ��
� �	
 
������
 W (G(V,E)) ��� �	� ��������	 ����#

*�	 ��������  � ������������� ������� ��������
��� �����
��"���� �
 ��!

����	�	 
��
 ��� ��
 ��� 
������
� ����
 �� ������� ���������
 ����
 �������	
 ���


�����"� ���� 
� ����� ����� �� ����� ��
 ��� �� ��� ����������� �� ������"����

�� ���� ����� ����� 	 ��������� ���
 ������� ��� ��
 ����� ������	��
 ��� �	� ���!

���&	 �	
 ��
�
 �	
 �� 
������	
 ��� �����
���
# 8������ ������� ��� �	
������

��������	
� �	
 ����	
 �	
 
������
 |S|/D ������ �	
 
������
W (G(V,E)) ��� ����

�������� ��� ������
 ��
 �� |S| ������������ ���
 �����������
 �-��"���
 �� 
���!
���	
� ����
� ��� ����������� �	� ��������� ��
	���� ��� �������� ��������
����#
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=��# ���������
�
 ��������1���� 
�
 2>��* ;��<

���

�� ��������
��� ��� �����
��"���� ���������	��� �����"
 ���
 ��� ��� ���	!

���
��� ��������# *�	 �������� ��������.����� ��������
��� ��� λ = 1� KA;L#
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���������


�� D5N100� �� D10N100�
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�����

p

P
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������
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���������
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����������� 	���
�����

p

P

maxp

������
����


���������


�� D15N100� �� D20N100�

�%��	 <'(,* 0 ������
���� ��� ���������� P ��
 ��
 ����
����� �������� ���

��
 �� !����������� �������� �� ��
������ ��� p ��� ������ ����� ��� ���

�����

���������� W (

�� ��������
��� ��� �����
��"���� ��������.���H ��� ��
 ������� ��� �����!

�	�� �����	
� ��
"� ��� �� p� 0 ≤ p ≤ pmax �0 < pmax < 1�� ������ "��� PP ≥ PD�

��� ��
 ���� �� �����	
� ��
"� 
��"����� 
� �	� ��-	�	 �	
 ������	�� �	
 ����!

�����
� ���
 ��������.���� ��� �	 
������ W (G(V,E))� ��� ��
 	 �� 
������	 PP
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�� D5N100� �� D10N100�
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����������� 	���
�����

p

P
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������
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���������


�� D15N100� �� D20N100�

�%��	 <'(-* 0 ������
���� ��� ���������� P ��
 ��
 ����
����� �������� ���

��
 �� !����������� �������� �� ��
������ ��� p ��� ������� ����� ��� ���

�����

���������� W (


��"����� �� "
 �� W (G(V,E)) ��-����#

/�� �� *��
��� G=#;� G=#@ ��� G=#<� ��
���������� ��
 	 
���� ��� ��
���"�

�	
 �� 
������	
 ��� �����
���
 ����� ����
��� 
� �	� 
���� ��� �����������

��	
���� ��� 7�������� (=#

3�� ���������� �������	�	 ��� ��������
���� ��� ��������.����� ��� *��
���

G=#;� G=#@ ��� G=#<� ����������� ��
 �� pmax ���� �	� ���	 �� 
��"����� �� "
 ��

W (G(V,E)) ��-����# /��� 	 ���	 �������� ��� �� ��� ��� *��
� G=#A� ���� �� ��
�


��� �� pmax� �� �����
 �-�� 	��� ��� ��
 �����
��"���
� ��������.����� �
 ������	�	

��� W (G(V,E))# %����	������ ��
 �� pmax 
��"����� ������ �� ����� �� "
 ��
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���
 ���

�	� %� ������� %������� ����� 
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������	
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����"���� 	 ,�
��������� %������� ��� 	 %� ������� %�������

�� ��� ���
 �&	��� ������� ���	�	
 ����
���� ��� �� ��� ���
 ������
��	
 ����!

�����
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������	

u → v � ������� ��� ��
 
��������
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��� χ� χ ∈ Sv ∪ {v} − {u}#
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��� ��� ������ �� 
��������
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7�������� 6=� ��� ������ 
� �	� (-����	 6=#A�
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u→v = Ωu ∩


 ⋃
χ∈SK

u→v

Ωχ


 , �0=#9�
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 �&	��� ������� ����
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���� ��
 |CT
u→v| ≤ |CO

u→v|� ����� ������ �� ������� �� ��


P T
D,u→v ≥ PO

D,u→v# (�������� ����
���� ��
 |STu→v| ≤ |SOu→v|� (1 − p) ≤ 1 ���

|RO
u→v| ≤ |RT

u→v|� ����� ������ �� ������� �� ��
 P T
P,u→v ≥ PO

P,u→v#

�� 4�"�	
� 0=#9 ������� �� ��� 
�� �������	 �	
 �� 
������	
 
� �	 ����	 ���

������"� ������� ���������
# /��� ��������.���� ��� ��� *��
� 0=#9� ��� ����������

��	 
������	 8 → 13 ��� ������� ��� *��
���
 8=#?#

')��
 ���� ��	 ������� ��� 	 ����	 PO
P,u→v ≥ PO

D,u→v ������������� ���� |RO
u→v| >

(q − |CO
u→v|)|SOu→v| ��� �� 
������ ������������� ��� �	� ��
� �	
 �� ����	��
 ���!

����	
 ��	 
� pO0,u→v = |RO
u→v|−(q−|CO

u→v|)|SO
u→v|

|RO
u→v|(|SO

u→v|+1)
� ���� �������� 
� �	� ������	 ���
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�%��	 8'()* 2�����
���� ��� ��������� 8 → 13 3P8→134 ��� �������� �

� ����#

���� �� ��
������ ��� p(

����������	�� ��� 7������� (=# /����� "���
 
�� ����
��� ���������	� ����� ��!

����� �� ������� �� ��
 	 ����	 P T
P,u→v ≥ P T

D,u→v ������������� ���� |RT
u→v| >

(q − |CT
u→v|)|STu→v| ��� �� 
������ ������������� ��� �	� ��
� �	
 �� ����	��
 ���!

����	
 ��� ����� ��	 
� pT0,u→v = |RT
u→v|−(q−|CT

u→v|)|ST
u→v|

|RT
u→v|(|ST

u→v|+1)
#

/�������� 
� �	 �� 
������	 ��� �����
���
� 
����� �� ������� �� ��
�

PK
D =

1

N

∑
∀u∈V

q − |CK
u→v|

q2
, �0=#A�

PK
P =

1

N

∑
∀u∈V

q − |CO
u→v| + p|RK

u→v|
q2

(1 − p)|S
K
u→v|, �0=#>�

��� K ∈ {T,O}� ���� v ∈ Su#

/����� "���
 �	 ������ ��� 4����
���
 0=#9� ������������� ��
 P T
D ≥ PO

D ���

P T
P ≥ PO

P # /��� ��������.���� ��� *��
� 0=#; ��������� 
� �� ������ ��� *��
���


8=#?#

/�� �	� (-����	 �0=#>� ��������� ��
 �� PO
P ��	���.���� ��� �� |SOu→v| 
�

�� ����� �����# *� ��� ���
 ������
��	
 ���������
� �� P T
P ����	
 ��	���.����

��� �� |STu→v|� ���
 �������� ����	
 ��� �	� (-����	 �0=#>�# /��� ������ ��
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�%��	 8'(,* 2�����
���� ��� ���������� 3P 4 �� ��
������ ��� p(

|STu→v| ≤ |SOu→v|� ����� �������
 ��
 �� P T
P ��	���.���� ��� �	� ������	�� �	
 ����!

�����
 |S|/D �	 ����� �	
������� ��
 ���.���� ��� �� ����	
� 
� ��
 �����������


������
� ���� ��� 
� ���� ������ ����� ���
 ��	���.���� �� PO
P #

/�� �	� ���	 ������� 	 ���	�����	�� ��� ��
��� ��	���.�� �	 �� 
������	 ���

�����
���
 ����������� 
� �	 ����	 ������"� ������� ���������
� ���
 �������

����� ������ ��� ��� 7������� 8=# ) �����
 
� �� ����� 	 ���	�����	�� ��	���.�� �	

�� 
������	 ��� �����
���
 �������� ������ �
#

3��' 	������*���
 ��� 	*����

*�� 7������� 8= ���� ����� 
�� �����
	 ��������� �	
 ���	�����	��
 ��� ��
��� ���

�� �"
 ��	���.�� �	 ��
�������� ��� �����
���
 ��� �� ����� �	 �� 
������	 ������

KAAL� KA>L#

0 ���	�����	�� �� ���.���� ��� �	 �"����� ���	�	 ��� ��
��� ��� �����"
� ���!

����� ������
 ��	� ��������� ��� �������# $�� �	� ��������	 �	
 �� 
������	



��
 
������	
 u → v �� ��� ����	
� 
� �����������
 ������
� ���
 �������� ���

��
 (-��"���
 �0=#@� ��� �0=#<�� �� PO
D,u→v �-������� ��� �� |CO

u→v|� ��" �� PO
P,u→v

�-�������� ��������� ��� �� |RO
u→v| ��� |SOu→v|# *����"
� 	 ���	�	 ��� ��
��� ���
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������ ����	�����	 �	 �� 
������	 ��� �����
���
# '(��� P
K
� K ∈ {T,O}� 	

�� 
������	 ��� �����
���
� ���� 
��� ��� ��� ��� 
����� ��� 
� ��� ������� F

��� ����������� ��� ��
 ��������
 �������	
 
�����  ���"���
 ��
 ������ �������

��� ���� �� �� �-�����
 �	
 ���	�	
 ��� ��
���#

���(�� ��	����	+� ��� 0���$�����

0 ���	�����	�� ��� ��
��� ��� ����.�� 
��� ��
 ��
�
 ��� |CK
u→v|� |RK

u→v|� |SKu→v|�
K ∈ {O, T}� ���� �������� ��� �%������ '�&$��
 ���� �	 �������� 
��
 
�����!

�	
# /��� ��������.���� ��� ��� ��������
� ��� *��
���
 8=#>���� ���� 	 
������	

u → v ��������� �� �-���-	 ���� � ��
��
 v ����.�� �� �������� ���������
 ��� �	�

�
������ �	
 
������	
# 3��� ��� ����� 	 .��-	 ���
��� ����
 ��
���
 u ��� v ���

������� ��� 	 
������	 u → v �����������# '(�� ����
��� ��������
�� ��� �	� ����!

����	 ��� ����
�.����� �������
 ������� �	
 ���������
� ��������.���� ��� *��
�

0=#@���# *�	� ��������	 ����� 	 �
������ 
������	
 ��� ��
��� u ������
�.����

��	� �������	 ����� �� ������&�� �	 
������	 u→ v �� ����� �"��# (�� � ��
��
 v

���
����� ��� ���� ����� �� ���� �� ���
������ �� ������� 	 .��-	# 0 ������� ����


�	
 ��������	
� 
� �	� ��������	 ��� ����������"� �����"� ��� ��������.���� ���

*��
���
 8=#>� ����� ��
 	 �
������ �	
 
������	
 ����� 
�������	 ��� �����"
� 	

.��-	 ���
��� ����
 ��
���
 u ��� v ����� ��� �� ��� �� ��&�� �� �������# �� ����

������ ��� ��� �	� ��������	 ��� ������� ����	 �-����� �����"�� ���
 ��������.����

��� *��
��� 0=#@��� ��� 0=#@���# $������ 
� �	 ����	 ������"� ������� ��������!

�
� 	 ���	�����	�� ��� ��
��� ���� 
��������	 �������	 ���� ��	 ��
�������� ���

�����
���
#

(���� ����������� �����
� �� ������������ �� �"
 �� ����	
� ��
����������� ����


�� .��-	 ����� �� �������# /�� �	� ���������	 ��.��	�	 ��� 7�������� 8= ��� ��


�����������
 ������
� ��������� ��
 ���� ���
 ��
��
 ���
����� �� ���� ��� �� 
	�

����� ������� �� ����-�� .��-	 
�.� ���� �� ���������� ���
����	�	
 �����
�����

�� ���� ���� ��� ������� ��� ����
��� ��
��� "��� �� ��������� 	 
������	 ���

����
����# /��� 	 ��������	 ��������.���� ��� *��
� 8=#># *	
��"����� ��
 ���

��������� ��� 
�� ����
���� ���������� ��� ��
 ���
 ��� 
�
 �������� ���������� ��


���� ������� 	 ����������� 
������	# *� ��� ���
 ������
��	
 ���������
� ������

	 ���	�	 ���
 ��
��� v ����� 	 ����� ��� ��� ��������� ����� 
�� .��-	� ���� ����

������
�.���� 	 ����
 �	
 
������	
� ���� ������
�.���� 	 ����� �	
 
������	
�
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υ

�� ������ 
	�
�� u� �� "#���� ��� ��$#�� ���!������

u

υ

u

υ

�� ������ 
	�
�� u� �� "���%� ��� % ���� ���!������

�%��	 8'(-* � �
� �� v ��
����� 3�����  ����4 �� ��
����� ����"
��
�� ����#

������( ����������� ���������� ��� ��"&�� ���������) 3�4 ��� 3 4) � ����������

��� ��
��� ���������) 3�4 ��� 3�4( 0 �������� u → v 3��&��  ����4 ��
�"�'�� 
�

��� �
�� "���(

������
���� �� ��������� ��	 
������	 u → v �� ����� �"�� ��� ���
��� �������#

/��� 	 ��������	 ��������.���� ��� *��
� 0=#@# 8�����
� �����.���� �� ������� ���!

��
 ����
 ��� 
�
 ��� �������� ���� ����
������	 �� ���� 	 ������
���# *	
��"�����

��
 �� � ��
��
 v ���	 �� ����
 ��� ������ 
�����	
 �
������
 
������	
 ��� ��
���

u� ���� �� ���������� ���
����	�	
 ����� ��� ���� ���� ��� �� �� ������ ���� ����

��
�� v′� "��� �� ����� �"�� 	 
������	 u → v′� ���
 ��������.���� ��� *��
�

8=#>#
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/�� �	� ���	���
��	 ��.��	�	 ��������� ��
 ��� ��������
���
 ��� ���
� 	 �� 
�!

�����	 ��� �����
���
 ��� ������������� 
� �	 ����	 ������"� ������� ���������


��������� �� ����� 
�������	 ��� �	 �� 
������	 ��� �����
���
 ��� ����������!

��� 
� �����������
 ������
 ��� ��
 ����
 ��� ���
 ���	�����	��
# %�����
���� ��

����� ����
 ����
 � �������
�
� ��	 �������� ������� ����	 
���� ��
"� ��������

����
����� ��� ��	���.��� �	 �� 
������	 ��� �����
���
#

'(��� lO 	 
��	 ��
� ��� ����

���� ��� '�&$� ��&�� 
� ����"�� ��� 
�� 
������	

�� ��� �������� �-�����
 �	
 ���	�	
 ��� ����	 ��
��� ����
 ��� ������ 
�����	
 �
��!

����
 
������	
 ��� ��
��� ��� ����
��� ���������	 ��� *��
���
 8=#>�# '(��� fO

� 
���
 �����
� �������
 ��� ���������� 
���� �� �� ������� ���
 ���
 �������
�
 ���

�� ���������� ���
����	�	
# '(��� F ���
 
�����
 ��� 
�
 �������� �F >> 1
lO
�#

) ��� 
�
 ��� �������� ��� �����.����� ��� �� ���������� ���
����	�	
 ��� ����

���.���� F �������� ������
���� �� �� ������� � ���
 �������
�
 �	
 
������	
�

������� 
� F lOfO ��� � ����������.�
���
 ��� 
�
 ��� ��������
 
��������
 ���  �

����� ����������� ����� �"��� ������� 
� F lOfOP
O
# ������� F (1 − lOfO)P

O
����� �


���
 ��� 
�
 ������"� 
��������� �� �� F �������# 0 ����	 lOfO < 1 �����������

�� ������#

*� ��� ���
 ������
��	
 ���������
� 	 �� ����	�� �� ��&�� �� ������� 
�� .��-	

��-���� ���� ����
 ��� ���
 ���	�����	��
�� ���� 
�� .��-	 ����� �� ������� ��� 
���

���� ���
 ��
��
 ����� ����
 ��� ������ 
�����	
 �
������
 
������	
 ���� ��������!

��.���� ��	� �� ����	�� lO� ���� ��� ��� ���� ���
 ��
��
 ����� ����
 ��� ������

�
������
 
������	
 ��� ��
��� ��� ����
��� �����
���� ��
 ���� �� ����� ��� �����

�� 
������ ��� �����"
 ���������� ������
 �	
 �����
 
������	
� ���M� ��� ���� �

��
��
 ����� ����
 ��� ����� �	
 
������	
# '(��� lT 	 ����

���� ��� ��� '�&$�

��&�� 
� ����"�� �-�����
 ��� ��� ���M� ���# *����"
� 	 �� ����	�� ��
 
�� .��-	

����� �� ������� �� ��� ���
 ������
��	
 ���������
� ������� 
� lO + lT # '(���

fT � 
���
 �����
� �������
 ��� ���������� ��� �	� ������
��� ��� ����
��� ���


�	 ���  ��	 ��� ����	 �������
��� �	
 �����
 
������	
 �M��� �	
 �����
 
���!

���	
�# ) ����������
 ��� 
�
 �������� ��� ���������� ��� �	� ������
��� �����

��� �	� ������� ��� F ��������� ������� 
� F lTfT ��� � ����������.�
���
 ��� 
�


������"� 
��������� ���  � ����� ����� �"�� ������������ ������� 
� F lTfTP
T
#

*	
��"����� ��
 F lOfO ������� ����	
 �����.����� ��� �� ���������� ���
����	!
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�����	
 �
������
 
������	
# �������

F (1− lTfT − lOfO)P
T
����� � 
���
 ��� 
�
 ��� ��������
 
��������
 �� F �������#

0 ����	 lTfT + lOfO < 1 ����	
 ���������� �� ������# *	
��"����� ��
 �� ��� ���


������
��	
 ���������
� 	 �� ����	�� ��
 
�� .��-	 ����� �� ������� �lO + lT � �����


��������	 ���� 
��� ��� ��� �	� �� ����	�� 
�� .��-	 �� ��&�� �� ������� ����

��� �������� ��� ���
 ������
��	
 ���������
 �lO�#

0 ��� ��	 ��� �	� ����� ������ F (1− lT fT − lOfO)P
T ≥ F (1− lOfO)P

O
� �����

�������
	 
� �	 ����	 ��� ������ ��#

lT fT ≤ (1 − lOfO)
P
T − P

O

P
T

. �0=#B�

(���� -��� ��� ��
 
����
 ��
�
 ��� lT ��� fT ����������� "��� 	 �� 
������	

��� �����
���
 �� ��-������ 
� �	 ����	 ������"� ������� ���������
# (��������


�����
 ��
�
 ��� P
T
���������� 
�����
 ��
�
 ��� lT ��� fT �� ����������� �	�

����������
��	 ��� ��	#

���(�( %�$������* ��	���&�����

$�� �� ������ ��� *��
���
 8=#?� ���������� ��������
��� �����
��"���� ��������!

.����� ������
���� �� ������������� ������ ������������ ��������
���# �� *��
�

0=#< ��������.�� ��������
��� ��� �	 �� 
������	 ��� �����
���
 ��� �	� %� �!

������ %������� �
 ������	�	 �	
 �� ����	��
 �������	
 p ���� p = 0 	 �� 
�!
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��������� %�������� 	 %� �������

%������� ��������� �� �� � ��
�� �� 
�������� �� �����������
 ����� ���!

��
 �� �� � �������# 7��� ��������� 	 ����
����� ��"&�� �
� ������� ���

�	� %� ������� %������� ����� 
��������	 ��� ���� ��� �	 ,�
��������� %�������

�� �� � �������� KABL# /�� �	� ���	 ������� 	 ����
����� ��"&�� �
� �����"���
�

�������� ����� ������� �� ����� 
�������	 ��� �	� %� ������� %�������� �� �����!

��������� ��������
���
 ��� ���
 ��� ��������.����� ��� ����� ��������# (��������

����
���
 
� "��
���&� ����������&� �������"���� �������� �������� �-�����
 ���


��������� ��� ���	������� ��
 ���� ��� ������ ����
���� ����� ������
 ��� �	�

��������
��	 ����
���# )� ��� ���
 ��� ��
 �����
 	 ����
����� ��"&�� �
� �����#

"� �������� �� "��
���&� ����������&� ��� �	� %� ������� %������� ����� 
�������	

��� ���� ��� �	 ,�
��������� %�������� ����	
  � �������������# (���������� ��

��������
��� 
��
 ������	
 �� ��� ���
 �&	��� ������� ���	�	
 ����
���� ���  �

�������������� ������.����� ��
 ��� 	 �� 
������	 ��� �����
���
 ����� ����� ���


������� ���� 	 ���������
��	 ����
 ����� ����� ��� ��������# �� ��������
���

��� �����
��"����  � ��������"���� �� ��������� ��������
���#

?��� 	
�
� ���� @�7��� 
� ��
����

'(��� β 	 ���������	 ��������
 ���
 ��
��� ���� 
�������� �� 
�� ����� �����#

')��
 ����� ������ ��� 7������� 8=� 	 ����
 
��
 
������	
 �-������� ��� �	�

�������	 ���
��� ���� ��
�� ��� 
�������� ��� ���� ��
�� � �����
 ��
����� �	

9@;
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������	# 7��� �������� ��� 	 ����
����� ��"&���  � ��������� �� �����������


��������
��
# *�	 ���������  �  �������� ��
 �� ���
 
����	 ������ �������� ��
���


�����
 �� ������ ����� ���� ��	
���� �� ��	 �������	 
���-� ���
 ����
 �#�# ����

����� ���� ��	
���� �
���
���� ��	� ��������� 
��
 ������
�# 3� ��� ����� ����� ��


��� �
 β 
����� ��  ���	 �� ��� ��� ��� ��	 ��� ����
 ���
 ��
���
 ��� �������#

*�
���� 
� �� 7������� 6= ��� ��� ����
� �	
 ,�
���������
 %�������
� ���!

������ ��
 � ��� 
�
 ��� 
��������� �� ��� ������� ��� �	 ,�
��������� %�������

���� ��� ���
 �&	��� ������� ���	�	
 ����
����� ����� q ���������
 ��� � ��
���



��������
�# *����"
� qβ ����� 	 �������� ���������	 ��������
 �� ��� ������� ��

����"
 	 
��	 ���������	 �����
 �� ��� �������� ��� 
��������
 ��� ��� ��
�� u

���� ��
�� v# +�� �	� %� ������� %�������� ���
 ��������� ��� ��� ����
� �	
 ���

7������� (=� �� � ��
��
 
�������� ����� 
��� ���� �� q+p(q−1)q = (1+p(q−1))q

����� �����
 ���
 �������� ��� �����"
� 	 �������� ���������	 �����
 �� ��� ����!

��� ������� ����� 
��� ���� 
� (1+ p(q−1))qβ# %�����"
� (1+ p(q−1))qβ ≥ qβ �	

����	�� ������ ��� p = 0 ���� 	 %� ������� %������� ������.���� ��	 ,�
���������

%��������#

0 ���	�	 ���� ��.��	�	 ������� ��
 �� ��� ���
 �&	��� ������� ���	�	
 ����!


����� 	 %� ������� %������� �������"��� ����������	 �������� ��� �	 ,�
���������

%������� �� �� � ������� ��� �� � .����
 ��
��� ��� ������������# /�� �	� ���	

������� 	 �� 
������	 ��� �����
���
� ��� ����
���
 ��� ���
� ����� 
��������	

��� �	� %� ������� %������� ��� ��� ��� �	 ,�
��������� %�������# *����"
� �����

�� ���� ������
 ����
 ����
���� �� 
����� �� �� �������� ������� ��� �	� %� ���!

���� %������� ��� ��� ��� �	 ,�
��������� %�������� 
� ��������
�� ��� ����
���


��� ���
� �� ������� 
�������	 ���������	 �����
# /����� �� 	 ������	 ���������


� �	� ���������	 �����
 ��� ������� 
������	#

?��# 	
�
� ���� @�7��� 
� ����"7� +�� ,���

0 ���������	 �����
 ��� �	 ,�
��������� %������� ��	 �������� ���
 �������� ���

�� � 
������	 u→ v ����� qβ# ) 
���
 ��� 
�
 ������"� 
��������� �� ��� �������

����� q2PD,u→v ��� �����"
� 	 
��	 ����
����� ��"&�� ���� �� �������� �

� ��������

�
� �����"� �������� ����� qβ
q2PD,u→v

��� ��
����.���� 
� BD,u→v# +�� �	� %� �������

�) 
��� ����������� ������
 ����������	 ���� ��#����� ��! ������������� ��� ��� �������� ���

������ ��! ��
��!% ��
������ �����& ��� ��� ��!(�
 ����������� ��� ��#�������




9@< 
���
	�� .�� 
	�	��
��� >��'��

%�������� 	 
��	 ����
����� ��"&�� ���� �� �������� �

� �������� �
� �����"�

�������� ����� 1+p(q−1)
q2PP,u→v

qβ ��� ��
����.���� 
� BP,u→v# *����"
�

BD,u→v =
1

qPD,u→v
β, �4=#9�

BP,u→v =
1 + p(q − 1)

qPP,u→v

β. �4=#;�

$�� p = 0� BP,u→v = BD,u→v� ��" ��� p → 1� BP,u→v → +∞ �PP,u→v → 0�# )

��"��
 �����
 ����
 �	
 ������	
 ����� �� ���� ��
 ��� ���
 ��� ��
 �����
 �������

��� ��������� ����� ����
 ��� �� p ∈ (0, 1)� ������ "��� BP,u→v ≤ BD,u→v� ����
����

��
 ������� ��� ���������� ������	�� �����	
� ��
"� ��� �� p ������ PP,u→v ≥
PD,u→v

�#

������	 �'() �
 |Ru→v| ≤ (q−|Cu→v|)(q−1+|Sv|)) �
�� ��"&�� � �"���BP,u→v ≥
BD,u→v) ��� ���� ���� ��� ����

����� ��
� ���� p) 0 ≤ p ≤ 1(

0 /�����-	 ��� 4����
���
 4=#9 ��������� ��� %�����	
� III#9#

*�
���� 
� �� 4�"�	
� 4=#9� �� �� |Ru→v| ����� ������� 
����� ���� 	 ��������!
�	 �����
 ��� �	� %� ������� %������� ����� 
��������	 ��� ���� �	 ,�
���������

%�������# '(���� ��� ��������
�� 	 ��������	 ��� PP,u→v ≤ PD,u→v# *�
���� 
�

�	� ������	 ��� 7�������� (=� ������������� 	 ��� ��	 |Ru→v| ≤ (q − |Cu→v|)|Sv|
���� ����
���� ��
 q− 1 + |Sv| > |Sv|� 	 ��� ��	 ��� 4����
���
 4=#9 �������������
�����#

�� *��
� 4=#9 ����������� ��	� ��������	 ��� ������������� 	 ��� ��	 ��� 4��!

��
���
 4=#9# %����	������ ��
 �� BP,u→v ��-������ ��� ��� �� "
 ��-������ 	

�� ����	�� �������	
 p# 6���
���� ��
 BP,u→v = BD,u→v ��� p = 0� ������ 	

����	 BP,u→v > BD,u→v ��� �� � 0 < p ≤ 1#

������	 �'(, �
 ��"&�� |Ru→v| > (q − |Cu→v|)(q − 1 + |Sv|)) �
�� ����"�� �
�

��������� ����� ����
 ��� ����

����� ��
� ���� p) ��� ���%�� (0, pBmax,u→v)) 
���

0 < pBmax,u→v < 1) ������ ���� 
� ��"&�� BP,u→v < BD,u→v( 0 ���� pBmax,u→v �
������#

"�� �� ����
� ��
 ���� p 
= 0) ��� ��
 ����� ��"&�� BP,u→v = BD,u→v(

�*� �����������	��� � 
��� ���������� ���	� �����
 
��� �	����� ������� ���� ����������

������ ��� � 
��� ���������� �������� �����
 
��� �	����� ������� ��� �!(���
���� ��! �!��&0

������



.��!� 
	�	��
��� >��'�� 	�� ���� �� (���)��� 9@A

0

2

4

6

8

10

12

14

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 p

β
υ→uPB ,

β
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β
υ→uPB ,  υ→u���������� ����	
 ��
 �����	��


�%��	 �'()* ����
����� ��"&�� BD,u→v ��� BP,u→v) 
��
 ���
��������� � ��
����

��� *��������� *6(8(

&��#� :�H /� |Ru→v| > (q−|Cu→v|)(q−1+ |Sv|)� ����� ��
���� 
� �� %�����	
�
III#9� limp→0+

dBP,u→v

dp
< 0# '(��� �� ����"��
� g(p) = (q − 1)|Ru→v||Sv|p2 +

(
(q −

1)(q − |Cu→v|)(|Sv| − 1) + |Ru→v|(|Sv|+ 1)
)
p+ (q − |Cu→v|)(q − 1 + |Sv|)− |Ru→v|#

*�
���� 
� �� %�����	
� III#9� dBP,u→v

dp
= β

P 2
P,u→vq

3g(p)(1− p)|Sv|−1# 7��� ����� ���

������ �� ���� limp→1 g(p) �������.���� �
 ������ �
#

lim
p→1

g(p) = (q − 1)|Ru→v||Sv| + (q − 1)(q − |Cu→v|)(|Sv| − 1)

+|Ru→v|(|Sv| + 1) + (q − |Cu→v|)(q − 1 + |Sv|) − |Ru→v|
= (q − 1)|Ru→v||Sv| + (q − 1)(q − |Cu→v|)(|Sv| − 1)

+|Ru→v||Sv| + (q − |Cu→v|)(q − 1) + (q − |Cu→v|)|Sv|
= q|Ru→v||Sv| + q(q − |Cu→v|)|Sv|
= q|Sv|(q − |Cu→v| + |Ru→v|).

%�����"
� limp→1 g(p) > 0 ��� �����"
� ������ ��
 limp→1
dBP,u→v

dp
> 0# 7���

��������� ������ �� ������� ���
 �������
 ��� 
�
 ��."� ���
"� ��� p� ������
 "���
dBP,u→v

dp
= 0� ��� �����	
� (0, 1)# 6���
���� ��
 �� g(p) ����� ��� ����"��
� �����!

��� �� 
��� ������� 
��� 
�� ��
� ��� p ∈ (0, 1)� 	 ����� ��
����.���� 
� pB0,u→v� 	



9@> 
���
	�� .�� 
	�	��
��� >��'��

����� ����������� ��	  ����� ��.� ��� g(p)#

'(��� α = (q− 1)|Ru→v||Sv|� β = (q− 1)(q−|Cu→v|)(|Sv| − 1)+ |Ru→v|(|Sv|+1)

��� γ = (q− |Cu→v|)(q− 1 + |Sv|)− |Ru→v|# �� ����"��
� g(p) 
����� �� ������ �

g(p) = αp2 + βp+ γ# 3����� �� ����������� ��
 ������� pB0,u→v =

−β+
√
β2−4αγ

2α
#

*����"
� ��� p = 0� ������ BP,u→v = BD,u→v� ��� �� "
 �� p ��-����� �� BP,u→v


��"����� ��
 ���� p = pB0,u→v# $�� p > pB0,u→v� �� "
 �� p ��-����� �� BP,u→v

��-����# 6���
���� ��
 ��� p → 1� BP,u→v → +∞� ����� �������
 ��
 ������� 
��

��
� ��� p� ��
����.�
��	 �
 pBmax,u→v �p
B
max,u→v 
= 0�� ������ "��� BP,u→v = BD,u→v#

�� *��
� 4=#; ����������� ��	� ��������	 ��� ������������� 	 ��� ��	 ��� 4��!

��
���
 4=#;# %�����"
� ������� ��� 
���� �����	
� ��
"� ��� p ��� �� ����� 	

���������	 �����
 ��� ������� 
������	 ��� �	� %� ������� %������� ����� 
����!

���	 ��� ���� ��� �	 ,�
��������� %�������#
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�%��	 �'(,* ����
����� ��"&�� BD,u→v ��� BP,u→v 
��
 ���
��������� � ��
����

��� *��������� *6(9(

�� ���
���  �"�	
� ������.���� ��
 �����	 	 ��
� ��� p �pB0,u→v�� ��� �	� �����

	 ���������	 �����
 ��� �	� %� ������� %������� ����� �����������	
��	� ����� 
�!

������	 ��� �����	 �	� ��
� ��� p� ��� �	� ����� 	 �� 
������	 
��
 
������	
 ���



.��!� 
	�	��
��� >��'�� 	�� ���� �� (���)��� 9@B

�	� %� ������� %������� ����� 
���������	
��	 ���
����.���� 
� p0,u→v ��� 7�������

(=�#

������	 �'(- �
 ���
��������� � ��
���� ��� *��������� *6(9) �
�� ��"&�� � �"�#

�� pB0,u→v < p0,u→v(

0 /�����-	 ��� 4����
���
 4=#@ ��������� ��� %�����	
� III#;#

�� 4����
��� 4=#9 ��� 4=#;  �
���"���� ��
 ������
 ��� ���
 ��� ���������

���������	 �����
 ��� �	� %� ������� %�������# (���� ���������� �� ����� ����

�������������� ����
 �� ��� ���
 ��������� 
� �� ������	������� ��� �� � �������#

������	 �'(. �
 k = 1) � �"��� |Ru→v| ≤ (q−|Cu→v|)(q−1+ |Sv|) ���
���������
��
�� ��� ��
����) � ��
���� ��� *��������� *6(8 ��"&�� ��
��(

&��#� :�H 8���� �	
 ������-	
 ��� 4����
���
 (=#>� ������ 	 ����	 |Ru→v| =

q2− (|Sv|+1)(q−θu→v) ��� ������ θu→v =
∑|Sv |

j=1

Ωj∩
(⋃|Sv|+1

l=j+1 Ωl

)
|Sv|+1

� ���� �� ������
 ���

��
��� ����� ����������� �� 
� ��-����
 ��� 
��
#

/���� �� ������� �� ��
 q2 − (|Sv| + 1)(q − θu→v) ≤ (q − |Cu→v|)(q − 1 + |Sv|) �
q2−q|Sv|−q+θu→v(|Sv|+1) ≤ q2−q+q|Sv|−|Cu→v|(q−1+ |Sv|) � θu→v(|Sv|+1) ≤
2q|Sv| − |Cu→v|(q − 1 + |Sv|) � θu→v(|Sv| + 1) + |Cu→v|(q − 1 + |Sv|) ≤ 2q|Sv|#

1����� ��
 Ωj ∩
(⋃|Sv|+1

l=j+1 Ωl

)
≤ kSv ���� �������� �������� ��� k �����
 ��.�



� ������� ��� ���
 |Sv| ��
���
�# *����"
�
∑|Sv |

j=1 |kSv|
|Sv|+1

< k|Sv|# 7��� ���������

������ ��
 θu→v < k|Sv|# (���	
 ������ 	 ����	 |Cu→v| ≤ k|Sv|# *����"
� 	 ����	
θu→v(|Sv|+ 1) + |Cu→v|(q− 1 + |Sv|) ≤ 2q|Sv| �������������� �� 	 ����	 k|Sv|(|Sv|+
1) + k|Sv|(q − 1 + |Sv|) ≤ 2q|Sv| ������������� � k(q + 2|Sv|) ≤ 2q � k ≤ 2q

q+2|Sv| #

6���
���� ��
 2q
q+2|Sv| < 2 ��� ��
 �� k ����� ���
 ������
 ��� 
�
� 	 ����	 k ≤

2q
q+2|Sv| ������������� ��� k = 1#

������	 �'(/ �
 |Cu→v| ≥ 2q|Sv|
q−1+|Sv| ) �
�� ��"&�� ��� |Ru→v| ≥ (q−|Cu→v|)(q−1+

|Sv|)( 0 �"��� k ≥ 2 ��
�� ���������� ���� 
"� ���
� ��� 
� ��"&�� |Cu→v| ≥ 2q|Sv|
q−1+|Sv| (

&��#� :�H 0 ����	 |Ru→v| ≥ (q−|Cu→v|)(q−1+ |Sv|) ������������� �� q2−(|Sv|+
1)(q−θu→v) ≥ (q−|Cu→v|)(q−1+|Sv|) � θu→v(|Sv|+1)+|Cu→v|(q−1+|Sv|) ≥ 2q|Sv|�
���
 ���	�� ��	� ������-	 ��� 4����
���
 4=#<# 6���
���� ��
 θu→v ≥ 0� �����

������ �� ������������� 	 ����	 |Cu→v|(q − 1 + |Sv|) ≥ 2q|Sv|� � |Cu→v| ≥ 2q|Sv|
q−1+|Sv| #
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6���
���� ��
 |Cu→v| ≤ k|Sv|�  � ������ �� ������������� 	 ����	 2q|Sv|
q−1+|Sv| ≤

k|Sv|� � k ≥ 2q
q−1+|Sv| # 6���
���� ��
 2q

q−1+|Sv| > 1 ��� ��
 �� k ����� ���
 ������


��� 
�
� 	 ����	 k ≥ 2q
q−1+|Sv| ������������� �� k ≥ 2#

/�� �� ���	���
��� ���  ����
��� ������� ����
 ��
 
�����
 ��
�
 ��� k �k > 1�

���������� ��� 
���� ���������	 �����
 ��� �	� %� ������� %�������# *�
���� 
�

�� 7������� 6=� �� ��
�
 ��� k ��� ��
 �����
 k > 1� ������������ �� ������ ���

��������� 
����� ��� 
� ��
��� �� �������	 
� ��� ��� 
� ��� �������� ��� ��

����� ������� �� ��� ��������� ��� ����� 	 ������ ��������	� KA:L�

(���� ����
 ������� ��
 	 ����	 BP,u→v ≤ BD,u→v� 
����� �� 
	� �������������

��� ��������
���
 ������"���
 �k = 1�� ������� 
� �� ������	������� ��� �������#

%����
� �� �� ������ ����
���� ����� ��������
 ��������
��
 ��� ��� 
����� ���


��� �� ��� ��������
��� ������� �����	
�� ���� ��������� �������� ��� ��-�����

�	 
��	 �������� ��� �������" 	�� ��� ������ ��� ���� 
����� �� ������"
 ��� ����


��� ������"� �����# /��� �� ������
 
����� �� ��	������ �	 ������� ������	 ���

��� �������"� ��������� 
� �	� ���������	 �����
� ���
  � ����� ��	 ��������#

?��' 	
�
� ���� @�7��� �� )�������� �������<

�����

')��
 ��������	�� ��� ��� 7������� 8=� �� �� � .��-	 ���
��� �� ��� ��
���
 u ���

v ����� ������� �� �������� ����� ������ ����
���� ��� �� ������� �� �����������


���
 ����
����� �� ����� �� �������� �� ����� �"�� 	 
������	 u→ v ������
���� ��

������� ���� �������
� ���
# /������ 
� �	� ����
���� ������ ������ ����
����

����� ������� �� �������� ���� 	 
������	 �� ����� 
��� �� ��������
��� �������

�����	
�� ������������ ���
� ��� �� ������� ���� �������
�  � ����� ������� ��� �	�

����
���#

'(��� ��
 
�� ��������
��	 ������� ����
�� �
���
 ���� �	� ���� ��� ���
����

��������� �� ������ ����
���� ��� ���������� ���� ��
�� u �������� hu→vq
2 
���!

�����
 u → v# '(��� ��
 ��� ���� �� ������ ������ �� 
����� ��� ���� ��
��

v �� �������� ��� du→v �������� �����������  � ����� ����� �������# /� ��� ����!

�� ����� �������� ���� ���� ����� �
 ��� ������ �������
�� ���� ������������ �
���
#

*�	 ��������  �  �������� ��
 �� ������� ������ ������������� �
���
 ��� �����"
�

�-������
����� �������� 
� �� �� ������������ ���������
 
��������
#
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+�� �	 ,�
��������� %�������� ����������� hu→v

PD,u→v
������� ������
���� �� ���!

���� ��� hu→vq
2 ��������
 
��������
# /� hu→v

PD,u→v
≤ du→v� ����� �������
 ��
 ��!

���� ������ ��� �� hu→v ������ ���  � ����� ������� ���� ��
�� u# %����
� ��
hu→v

PD,u→v
≥ du→v� ���� ������ ������  � ������ �������# %�����"
 �� hu→v

PD,u→v
− du→v

����������� ���� ��� 
� ��� �������� ��� ����������� ��� �� 
����� ��� �� �������

������# 6���
���� ��
 ��� �� � ������� 
������ �� ������ �"�� PD,u→vq
2 �����!

���
 
��������
� � ��� 
�
 ��� ������"� 
��������� ��� �������	��� ��� �� �������

������ ��� �	 ,�
��������� %������� ������� 
�
(

hu→v

PD,u→v
− du→v

)
PD,u→vq

2#

+�� �	� %� ������� %�������� hu→v

PP,u→v
����� � 
���
 ��� 
�
 �������� ��� ��������!

��� ��� �� ������ �"�� ������"
 hu→vq
2 
��������
 u→ v# 6���
���� ��
 ������ 	

����	 du→v ≤ hu→v

PP,u→v
� � 
���
 ��� 
�
 �������� ��� �����.����� ��� �	 
������	 ���

������"� ������� ������� 
� hu→v

PP,u→v
− du→v# $�� �	 �������� ����
 �	
 ������	
� ���

������
���� �� �������
�� �	
 �� ������ �����
 
� ���� ������  �������� ��
 �����!

�� ������ �������� ��� ��� ��
 ��� ��������
 �� �������
�� ��
 ������� �� ������


du→v ≤ hu→v

PP,u→v
��� du→v ≤ hu→v

PD,u→v
#

'(��� ��
 ��� ������ ���� ���� 	 �� xu→v ��
��� ����� 
��� ���� ���� ����� ��!

����� ���� ��
�� u# ����� ��� �	 ,�
��������� %�������� � ��� 
�
 ��� ������"� 
�!

�������� ��� ����� ��	 ����� �"�� ������� 
� xu→v

(
hu→v

PD,u→v
− du→v

)
PD,u→vq

2 ����


��� ��� ��� 	 
��	 ���������	 �����
 ������� 
� xu→v

(
hu→v

PD,u→v
− du→v

)
PD,u→vq

2β�

���� ���� �� ������ ����
���� ������� ���� ��
�� u# +�� �	� %� ������� %��������

	 ���������	 �����
 ����� 
��� ���� ��� �� ������� ������ ���� �	� ���-� ���
 ����

��
�� u� ������� 
� xu→v

(
hu→v

PP,u→v
− du→v

)
PP,u→vq

2β#

%�����
���� �� ����������� 	 ���������	 �����
 ��� 
�� ������� 
������	 u→
v� 	 ���������	 �����
 ��� ��� �� ������ �������� ���� ��� 
�������
���� �� ���

�������� ������ �� �	� �� ���&	 ��� �� ������ �� 
� ��� 
��� ��� 
� ��� ������"
 
���!

����
���� ������� �� ��� �������# +�� �	 ,�
��������� %�������� 	 
��	 ��������!

�	 �����
 ��� ������"� �������� ������ ������� ����� xu→v

(
hu→v

PD,u→v
− du→v

)
PD,u→vq

2β�

��" ��� 
�������
���� ����� qβ� �� "
 � 
���
 ��� 
"� ��� ������"� 
���������

����� q2PD,u→v# *����"
� � ����
����� ��"&�� �
� �����"� �������� ������
 ��#

����
�
 �� "��
���&� ����������&�� ��
����.�
��	 
� B̂D,u→v� ��� �	 ,�
���������

%�������� ������� ��� �	� ���
��	 ����	#

B̂D,u→v =
q+xu→v

(
hu→v

PD,u→v
−du→v

)
PD,u→vq

2

q2PD,u→v
β. �4=#@�
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3� ��� ���� ����� ��� �������
 ����	 ��� ����������� 
��� "� ��� ����������	!

��� ���	���
���
� 	 ���������	 �����
 ��� ������� 
������	 ��� ������ ����
����


� ��������
 ��������
��
 ��� �	� %� ������� %�������� ��
����.�
��	 �
 B̂P,u→v�

������� ��� �	� ���
��	 ����	#

B̂P,u→v =
(1+p(q−1))q
q2PP,u→v

β +
xu→v

(
hu→v

PP,u→v
−du→v

)
PP,u→vq

2

q2PP,u→v
β. �4=#<�

$�� xu→v = 0� ������ ��
 B̂D,u→v = BD,u→v ��� B̂P,u→v = BP,u→v# $�� p = 0� ������

��
 B̂P,u→v = BD,u→v� ��" ��� p→ 1� ������ ��
 B̂P,u→v → +∞ �PP,u→v → 0�#

������	 �'(1 @���"�� �
� ��������� ����� ����
 ��� ����

����� ��
� ���� p

������ ���� 
� ���
��������� � �"��� B̂P,u→v ≤ B̂D,u→v) �
 ��"&�� � �"��� |Ru→v| ≥
(q−|Cu→v|)xu→vhu→vq|Sv|−q−|Sv|+1

xu→vhu→vq−1
( /� ����� ����
 ��
�� ��� ���%�� [0, pB̂max,u→v]) 
���

�� pB̂max,u→v 30 < pB̂max,u→v < 14 �
������"�� �� ����
� ��
 ���� ��� p ��� ��
 �����

��"&�� ��� B̂P,u→v = B̂D,u→v(

0 ������-	 ��� 4����
���
 4=#> ��������� ��� %�����	
� III#@#

�� 4�"�	
� 4=#>  �
���"��� ��
 ��� ���
 ��� �	� ����-	 ���
 ������ ��
"� �	


�� ����	��
 �������	
 p ��� �� ����� ������ B̂P,u→v ≤ B̂D,u→v# �� 4�"�	
� 4=#B

��������.�� ��
 �� ������ 	 ����	 xu→vhu→v >
1
q
� ����� ����� 	 �� 
������	 ���

�	� %� ������� %������� ����� 
��������	 ��� �	 �� 
������	 ��� �	 ,�
���������'

%�������� 	 ���������
��	 ����
 ����� 
�������	# �� 4�"�	
� 4=#B �� ���.��� ����	
�

��� ���� ���� ��� �	 �� 
������	 
������	
 PP,u→v "��� �� ������ 	 ����	 B̂P,u→v ≤
B̂D,u→v#

������	 �'(3 �
 PP,u→v ≥ PD,u→v) �
�� ����"�� �
� ��������� ����� ����
 ���

����

����� ��
� ���� p ������ ���� 
� ��"&�� � �"��� B̂P,u→v ≤ B̂D,u→v) ������
��

��� ��"&�� xu→vhu→v >
1
q
( 0 �"��� xu→vhu→v >

1
q
���
��������� �
 ��"&�� PP,u→v >

1
qxu→vdu→v

3xu→v > 0) hu→v > 0) du→v > 04(

0 ������-	 ��� 4����
���
 4=#B ��������� ��� %�����	
� III#<#

������	 �'(4 �
 ��"&�� � ��
���� ��� *��������� *6(F) �
�� ����"�� ��� ���#

�������
� ���� ��� ����

����� ��
� ���� p) pB̂0,u→v) ������ ���� 
� ���"������������

� B̂P,u→v( 	�����) ���
��������� � �"��� pB̂0,u→v < p0,u→v(
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&��#� :�H /� |Ru→v| < (q−|Cu→v|)xu→vhu→vq|Sv|−q−|Sv|+1
xu→vhu→vq−1

����� ��
���� 
� �� %�!

����	
� III#@� limp→0
dB̂P,u→v

dp
< 0# '(��� �� ����"��
� ĝ(p) = (q−1)|Ru→v||Sv|p2 +(

(q − 1)(q − |Cu→v|)(|Sv| − 1) + |Ru→v|(|Sv| + 1) + xu→vhu→vq|Ru→v|(|Sv| + 1)
)
p+

(q − |Cu→v|)(q − 1 + |Sv|)− |Ru→v| + xu→vhu→vq
(
|Ru→v| − (q − |Cu→v|)|Sv|

)
# (����

�������
 ��
 limp→1 ĝ(p) = q|SV |(q− |Cu→v|+ |Ru→v|) + xu→vhu→vq
(
|Ru→v|(|Sv|+

2) − (q − |Cu→v|)|Sv|
)
#

(���	
� limp→1 ĝ(p) > 0 
� �������� �� ������� limp→1
dB̂P,u→v

dp
> 0# *����"
�

������� ���
 �������
 ��� 
�
 ��."� ���
"� ��� p� ��� �����	
� (0, 1)� ������� "���

�� ������ dB̂P,u→v

dp
= 0# 6���
���� ��
 �� ĝ(p) ����� ��� ����"��
� �������� �� 
���

������� 
��� 
�� ��
� ��� p ∈ (0, 1)� ��
����.�
��	 �
 pB̂0,u→v� 	 ����� �����������

��	  ����� ��.� ��� ĝ(p)#

'(��� α̂ = (q − 1)|Ru→v||Sv|� β̂ = (q − 1)(q − |Cu→v|)(|Sv| − 1) + |Ru→v|(|Sv| +
1) + xu→vhu→vq|Ru→v|(|Sv| + 1) ��� γ̂ = (q − |Cu→v|)(q − 1 + |Sv|) − |Ru→v| +

xu→vhu→vq
(
|Ru→v| − (q − |Cu→v|)|Sv|

)
# �� ����"��
� ĝ(p) 
����� �� ������ �


ĝ(p) = α̂p2 + β̂p+ γ̂# 3����� �� ����������� ��
 pB̂0,u→v =
−β̂+

√
β̂2−4α̂γ̂

2α̂
#

$�� p = pB̂0,u→v� ������ ��

dB̂P,u→v

dp
= 0# 1������
�� dBP,u→v

dp
− xu→vhu→v

dPP,u→v
dp

P 2
P,u→v

β =

0 � β
q

(q−1)PP,u→v−
(

1+p(q−1)

)
dPP,u→v

dp

P 2
P,u→v

− xu→vhu→v
dPP,u→v

dp

P 2
P,u→v

β = 0 � (q−1)PP,u→v−
(
1+p(q−

1)
)
dPP,u→v

dp
= qxu→vhu→v

dPP,u→v

dp
�

(
qxu→vhu→v+1+p(q−1)

)
dPP,u→v

dp
= (q−1)PP,u→v

� dPP,u→v

dp
= q−1

qxu→vhu→v+1+p(q−1)
PP,u→v > 0# (���� �������
 ��
 	 ����	 dPP,u→v

dp
> 0

������������� ��� p < p0,u→v# *����"
� pB̂0,u→v < p0,u→v#

�� *��
� 4=#@ ��������.�� �� B̂P,u→v �
 ������	�	 ��� p ��� B̂D,u→v ����	


��������.���� ���� ����
���� ��� ��� 
�� ��� ��� �-������� ��� �� p�# 0 ��� ��	 ���

4����
���
 4=#> ������������� ��� ���
 ��
 ��������.�
���
 ������"���
# (
���"
�

��� p = 0� ������ ��
 B̂P,u→v = B̂D,u→v� ��" ��� p→ 1� B̂P,u→v → +∞#

*�� *��
� 4=#@���� ��� xu→v = 0� �����	������ ��
 	 ��
���	 ��� ����������� ���

B̂P,u→v ����� ����
��� 
� �	� ��
���	 ��� ����������� ��� BP,u→v ��� ��������.����

��� *��
� 4=#9# %����	������ ����	
� ��
 �� "
 �� xu→v ��-����� �� pB̂0,u→v ��-����

��������# /�� �	� ���	 ������� ��� �� *��
� 4=#@���� ����� �������
 ��
 �� "


�� du→v ��-����� �� pB̂0,u→v ��� 
�����������# /��� ��
	������� ��� �	� (-����	
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�	�
�
��

�� ���'�����
�� ����� ��� xu→v� �� ���'�����
�� ����� ��� du→v�

�%��	 �'(-* B̂P,u→v �� ��
������ ��� p(

�4=#<� ���� �	� ����� � ���������
 ��� �-������� ��� �� du→v ��� �-������� ��� ��

p# *����"
� �����������
 ��
�
 ��� du→v ��������� ������������ �� 
��������	 �	


��
���	
 BP,u→v ���� ��� �-��� y#

�� ������
 ��
 	 ���������	 �����
 ����� 
�������	 ��� �	� %� ������� %�������

���� �������� ���
 ����
���� ����"� ��
���� 
� ��������
 ��������
��
� ���� ��	

����� ��# *�	 �������� ��������� �� ������������� ��������
��� �����
��"����

"��� �� ���������� �����������
 �����	�����
 ��� ��
�����
���# *�������
���� ��

4�"�	
� 4=#? ��� 	 ����	 ���
��� ��� pB̂0,u→v ��� p0,u→v ��������� �	 ����	 ���

��������
����� ��� ������� �	 
���������	�	 �	
 �� 
������	 ��� �����
���


��� �&	�� ������ ���	�	
 ����
����� ���
 ���� ����������	��� ��� 7������� (=�

������
���� �� ����� �����������	�	 �	
 ���������	
 �����
 ��� ������� 
������	

���� �������� �������� ��������
�� ��� �� ������ ����
����#

?��- ���������
�
 ��������1����

'(��� ��
 	 ���� 
��� ��� ���������	 �����
 ��� ������� 
������	� ���� ����!

���� �������� ��������
��� ��� ����
 ��� ��
���
 ��� �������� ��
 ��
����.���� 
�

B̂D �B̂P � ��� �	��� ,�
��������� �%� �������� %�������# '(��� x � 
���
 ��� 
�


��
���� ��� ��� �� ������� ������ ��� �������� d � 
���
 ��� 
�
 �������� ���� ���

������ ����
���� ����� ������� �� ������ ��
�� ��� hq2 � 
���
 ��� 
�
 
���������



.��+� �����
*��	�	 ��������0���� 9<@

��� ����������� �� ��� �������# $�� ��
 �����
��"���
 ���� �� �� x = 1� h = 1 ���

d = 1# �� h ���� �� �� 1 ��� �� ��������������� �� ������
 ��
 �� ������ ���������

��� ��� ���
 �&	��� ������� ���	�	
 ����
���� ��� �����"
� 
����� �� ����������

�
 ��� q2 
��������
 �� �� � �������#

) �����
 ��� ��������
���� ��� �����
��"���� ����� �� ����� ��
 ��� �������


�����������
 ���������
� �N = 100� D = 10 ��� �������
 �����������
 ��
�
 �	
 
����!

��
 ������	��
 �	
 ���������
 |S|/D�� 	 ��
� �	
 �� ����	��
 �������	
 p = p̃0min


����� �� ��	��
����	 �� ��� 
��� ��� �� ������� �� �� 
������	 ��� �����
���


����� ��� 
������ ���� ��� ��� �� ������� �� ���������	 �����
 ����� ��� �����!

���# /��� ����� ��� �
��� ��������
� ��� 4����
���
 4=#?� ���� �� ���.�� 	 ����	

���
��� ��	� ��
� ��� p ��� �	� ����� 	 �� 
������	 ��� �	� %� ������� %�������


�������������� ��� ��	� ��
� ��� p ��� �	� ����� 	 ����
 ��� �������"����� ��� �	�

%� ������� %������� ����������������#

�� ��������
��� ��� �����
��"���� ��� ��������.����� ��������.��� �	 ��
!

�������� ��� �����
���
 ��� k = 1� ��� ����� 	 ��������	 ��� 	 ���������	 �����


����� ������ �&	��� ���
 
����� �� �����&�� ��� �� 4�"�	
� 4=#A# )� ��
�
 p = p̃0min

��� p = p̃0max ��� ������������ �� �� � ������� ����� ���������
���
 ���� %�����

4=#9#

27�	�	� �'()* p̃0min
��� p̃0max ��� ���%���� ����� ��� ���

����� ���������� |S|/D(

|S|/D p̃0min
p̃0max

0.212 0.283345 0.320513

0.424 0.144466 0.19084

0.614 0.088993 0.140056

0.866 0.048454 0.10352

�� *��
��� 4=#<��� ��� 4=#<���� ��������.��� �	 �� 
������	 ��� �����
���


PP �
 ������	�	 ��� p ��� ��� ���������
 ��� ������������ �� |S|/D = 0.212 ���

|S|/D = 0.412# $�� ��
 ����
 ���������
� 	 ���������	 �����
 B̂P ��������.����

��� *��
��� 4=#<��� ��� 4=#<���# (���� ������ ��
 �� ������	�� �����	
� ��
"�

[p̃0min
, p̃0max ]� �� ���.�� ��� ������	�� ����� ��
"� ��� p ������ "��� B̂P < B̂D#

*	
��"����� ��
 �� p̃0min
�������� �� ����� ��� ����� ��	� �������	 ��
� ��� B̂P ��

����	 �� p̃0max # /��� 
����� �� �-	�	 �� ��� �� 4�"�	
� 4=#? ��
���� 
� �� �����
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	 ��
� ��� p ��� ������������� �	� ���������	 �����
 B̂P,u→v ����� 
�������	 ���

�	� ��
� ��� p 	 ����� 
����������� �	 �� 
������	 
������	
 PP,u→v#
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�� |S|/D = 0.212� �� |S|/D = 0.424�

�%��	 �'(.* ������������ ������������
 PP ��� B̂P ��� ������ �� ���%��������

3������4 ����� ��� ���

����� ����������(

7��� ����������� 
� �� *��
� 4=#<� �� *��
� 4=#A ��������.�� �	 �� 
������	 ���

�����
���
 PP �� "
 ��� �	� ���������	 �����
 B̂P ��� �&	������
 ��
�
 �	
 ���!

���	��
 �	
 ���������
 �|S|/D = 0.614 ��� |S|/D = 0.866�# %����	������� �������

��
 ���
� ��� ��� 
�����
 ��
�
 ��� |S|/D� �� �����	
� p ∈ [p̃0min
, p̃0max ] ���������

��� 
��� �� ������ 	 ����	 PP > PD ����� ����	
� �� ������ 	 ����	 B̂P < B̂D#

(�������� ��� p = p̃0min
� �� B̂P ��������� ����� ��� ��������#

*�� *��
� 4=#>� ��������.����� ��������
��� �����
��"���� ��������� 
� ��

������ ��� �� ����� 	 ������	�� ���������
 ����� ��	 
� |S|/D = 0.424# %�����"
�
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�%��	 �'(/* ������������ ������������
 PP ��� B̂P ��� ������ �� ���%��������

3�,����4 ����� ��� ���

����� ����������(

�� "
 �� x ��-����� �� ������	�� ����� ��
"� ��� p ��-����� ���
 ��������� ��� ��

*��
� 4=#>��� � B̂P

β
= B̂D

β
��� ��
 �������
 ��
�
 ��� p� p 
= 0�# *����"
� �� �� x �����

���� 
����� "��� �� ������ 	 ��� ��	 ��� 4����
���
 4=#B� ���� 
�� ��
� ��� �� p

��� �����	
� [p̃0min
, p̃0max ]� ����� 
�� ������	�	 �������#

*�
���� 
� �	� (-����	 �4=#<�� �����������
 ��
�
 ��� du→v ���������� ��

�����������
 ��
�
 ��� �� �������� 
���
 �	
 �-����	
 ���-������
 ��� p� �� �����

������� 
����� �� ���������� �� ��� 
��������	 �	
 ��
���	
 B̂P ��	� ����� ���	

��� y �-���# *����"
� �� d ��� ��	���.�� �� ������	�� ����� ��
"� ��� p ��� �� �����

������ B̂P < B̂D# /��� 
����� �� �����	�	 �� ��� ��� �� *��
� 4=#>���� ���� ��
B̂P

β

��������.���� ��� �������
 ��
�
 ��� d# %����	������ ��
 �� ���������� ������	��
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�� ����� ��� x� �� ���'�����
�� ����� ��� d�

�%��	 �'(1* ������������ ������������
 ��� |S|/D = 0.424(

����� ��
"� ��� p ��� ����.�� � B̂P

β
= B̂D

β
��� �	� ���� ��
� ��� p� p 
= 0�#

������� �� �����	
� ��
"� ��� p� [p̃0min
, p̃0max ]� ����� ������	�� "��� �� ������ 	

����	 B̂P < B̂D� ������ ������������� 	 ��� ��	 ��� 4����
���
 4=#B# (��������

p = p̃0min
����� 
�� ������	�	 ������� ��� �	� �����������	�	 ��� B̂P #
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�
+,)S1G),�/*� �� ��� ���-���	��
 �	
 ���������
 ��������
 �������	



���� �� ���� ��������	 ������� ����-�� �� ����� �������
��� 
����	
�

������	
 ��� ���-�������
 ����
 �	
 �������
# (���������� 	 ���������

,�
��������� %������� 
����� 	�� ��� ����� 	�� �� 
��������	 �����	 ��� ���� ���

����� ��� ��" 	 %� ������� %������� ����� 	��� 
����� 	�� ��� ����� 	�� �������#

*�	� ���� ����������	�� ��������� �� ����	
� �� ����� ��������� �	 ���	 ���!

����	
 ���"� ��� �������"� �������	
 
����# %�������� ��� ��� ������ ����	
� ���

����� �� ���� ��������	 ������ ��� ��
 ����
�����
 ���
� �� ����� ���� ������� ����!

��	������� �����
 ������
� ����
 
������	
 �#�#�� ��" 	 ��
�������� ��� ��	���.����

��� ��������
 ���������
� ���
 	 ���	�����	�� ��� ��
���� �� ������ ���	�	
 ��!

��
���� �#�# 6���
���� ��
 	 �����	 
��
 ��������
����	�	
 ����� ��� �������


��� �
 �������� ����� ��� �����	
� NP-complete� �����������
 ����
���
 
� ������


��� ���
����
�� ��� ������ ��� ����� ������	��
 ��� ���� ��������	 ������ ����

�� ��
���� ���� ���������� ���� ������������ ���� ��������� ��� �� ������ ���� ����	!

�	# (����� 	 ,�
��������� %������� ������
���� ���� �� �����	
�� ��������.�����

������ �������� �	
 ������� Galois� 	 ����� �������� �	 ���	 �	
 ,�
���������


%�������
#

*�	 �������� ��������.���� 	 ,�
��������� %������� ��� ��
���� ��
����� %��#

���� ��
���� ������
�
 �� ���� ��	 
� ��
 ���	���
���
 �����������
# %�������!

.����� �� ��� ��������
���� ������ 
�� ��� ������� ��� �� ����
� ��� ����
�����

��� �����
&��
 �� ����� Galois ��� �������������� �� �������
 ���
# �� ������

������	������� ����
 �	
 ��������
 ����� ��
 ��������� �� �� � ��
�� �� 
����"���
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�� ��� ��������� ��� ����� ������ ���
 �������� ��� ��� �� ����
# %��������� ���!

�	
� ��� 
�� �������� �
�$������ ��� ���������� ���� 	 ��� ��	 ��� ������� ���

����� ������ ���
 
������	 �� �� � ��
�� ������� ���-���	�� ��� �� ������ ���

����� ����� �� �� ����������
 ��
���
# /����� �� 	 ������	 �	
 �� 
������	
 ���

�� ����� ������������� ��
 	 ������� ���� �� 
������	 ����� ��������� 
����� ������


��� �� ��������� ��� �	� ������ ����	 ����
 �	
 ��������
#

*�� ���
��� �������� ������������� ��
 ��� �	 ,�
��������� %������� �������

���
 ��� 
�
 ��������
 ����� ������ �� �����
  � 
�������� �� ��	��
����	 ���

��� �	� ������� 
������	 ��������
���� 
���������# /������������ 
������ ��


� ��� 
�
 ����
 ��� ���� ���� ����� ������ 
����� �� ����� ���� 
�����
# ��

�����	
�� ������ �������� ��	� �����	 
��
 ��������
 ���  � 
����� �� ����� ����	

��� ���� ���� ����� ������ ��� ���������� �� ����� 
�� �������� ���-���	�	 �	


���������
# $�� �� ���� ���� ����������� 	 %� ������� %�������# +�� �	� ��������

���� ��	��
��������� 	 ������ ���� �	
 ,�
���������
 %�������
 ��" �� ���� ���


����� �����
 
������ �� ������������� ����� 
��
 �� ����	��
 �������	
#

/����� �� 
�� ���-����� ������	 �	
 %� �������
 %�������
 ��� ��� ���
 �,�#

��& %������ ��
���� ������
�
 ��� ����������� ������
 �� ��� ���
 ��� ��
 �����


	 �� 
������	 ��� �����
���
 ��� �	� �������� ���� ����� 
��������	 ��� �	 �� !


������	 ��� �����
���
 ��� �	 ,�
��������� %�������# (�������� �������.����

��� ����� ��
"� �	
 �� ����	��
 �������	
 �� ����� ��������� �	 ������������� ���

������
����� ��� ���������� ��� �	� %� ������� %�������# ) 
���
 ���������


��� ���������� ��� ��� ��������
� ����� ��� ������ ��
"� ����� 	 ���

���� ��� ��#

��������# �� ������
��� ��������
��� �����
��"���� ��������"���� ���
 �
 ���

�������
��
# 3�� �	
������ �������	�	 ������ ��� 	 ����� ����������� �� ������


��
 	 %� ������� %������� ��� ����� ����������� ��������	 ��� �	 ,�
���������

%������� ��������� 
� �	� ����
���
��	�� �	
# /��
� ��� ��� �	� ��������	 ���

��� ����� ��� ���
	 	 ��
� �	
 ������	��
 �	
 ���������
� 
����� �� ����������� ���

�����	
� ��
"� �	
 �� ����	��
 �������	
 ��� ����� 	 �� 
������	 ��� �����
���


��� �	� %� ������� %������� ��������� �� 
	� ����� 
���������	
��	� ���� �������  �

����� 
��������	 ��� �	 �� 
������	 ��� �����
���
 ��� �	 ,�
��������� %�������#

*�	 �������� ��������.���� 
�� ���������	 
����	 ��� �	� ��������	 ��� ��
�#

��& %������ ��
���� ������
�
# /���������
 ��� ���
 ����������� ��� �� ���.�����

�� ��
�
 �	
 �� ����	��
 �������	
 ��� 
������������ �	 �� 
������	 ��� �����!


���
# $�� �	 ������������� ���� ����� �������	�	 	 ��"�	 ��� %������ ��
����
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������
�
 �� "
 ��� �	
 ���

����� ��� ����������# /� ������ ��� ��
 ��
�
 ����


��� ����� ��� ���
	� �����������
 ��
�
 �� ���.����� ��� ��
 �����
 	 �� 
������	 ���

�����
���
 ��� �	� %� ������� %�������� ������ ��� ��� ����� 
�����	� ����� 
�����!

���	 ��� ���� ��� �	 ,�
��������� %�������# �� ��������
��� ��� �����
��"����

��������"���� �� ��������� ��������
���# (���� ���������� �� �����	�	 �� ��
 	

�� 
������	 ��� �����
���
 ��� �	� %� ������� %������� ����� ��������� 
�����!

���	 ��� ���� ��� �	 ,�
��������� %������� ��� ������� 
����
 ��
�
 ��� �������

���	�	
 ����
����# /��� ����� ���
���
��� ���� �� ������
 ��� ���
 � ��� 
�


��� �"������������
 ����� ������ ����� ��
��� ����� �����&	
 ����
���� ���



������	� ����� ��������� 
�����
#

4� ������ �� �������� ��
 	 ������	 �	
 %� �������
 %�������
 �� �&	�� ������

���	�	
 ����
����� ��� ��� �	
��� ��� 
���� ������	�� �� ��������
���
 ������"��� 	

���� ��� ��� ������ 
����� 	��# �� ���� ����� ��� ��� �	� ��������	 ��� ������� ���!

���� ���	�	
 ����
����# ')
�
 	 �������� ��� ������������ �	
 ���������
 ������	


������� 
	 ��������	���� �� "
 �� ������ ���	�	
 ����
���� ��-����# %�������.�����

������� 
�� �������	 ���
��� ��� ��������
��� �	
 ��"�	
 ������	
 ��&	�� ������

���	�	
 ����
����� ��� �	
 ������	
 ������� ������ ���	�	
 ����
�����#

/�� �	� ������	 �	
 %� �������
 %�������
 ����� ������ ��
 	 ���

���� ���

���������� ��	���.�� �	
������ �	 �� 
������	 ��� �����
���
# '(�� ��������

����
�������� �	� ������ �	
 ������	��
 ���������
 ��� ���������� ��� ��������

����
 ������	��
 �� �	� ��������������� ��� �	� ������ ��
 
����� �� ������� ��

	 ��
�������� �	
 �� 
������	
 ��� �����
���
# 0 
�� 
������ ���� �� ��������	!


� ��
 ������������ ��	� �����&	��� ��� ��������"� ��������� 
� ��������
� ��

��	��
��������� �����
# 0 
����	 ���� ��� �� ��������
��� ��� �����
��"���� ���!

��������� ��
 	 �� 
������	 ��� �����
���
 ��� �	� %� ������� %������� 
��"�����

������ �� ����� �� "
 ��-���� 	 ������	�� �	
 ���������
# /�� �	� ���	 �������

	 ,�
��������� %������� ���� 
�� 
����� ������ ���

���� 
����	# (����� ���������

������� ��
 	 %� ������� %������� ����� ��������� ��������� ��� 
����
 ��
�
 �	
 ���!

���	��
 ���������
# /��� ������� ���� ���
���
��� 
�� ��� �� ������
 ��� ���
 �

��� 
�
 ��� ���� ���� ����� ������ ����� ��������� ��-	
���
#

*�	 ��������  �������� ��� ������ ��� ��
����� ����"
��
�� ����������� ��� �	�

������ ��
 �� ��
��� 
������ �� ��������� ���
 �������
 ���
# �� ��������� �����

������� �
 ��� �	
���� �� ������� ����	 �$��
�
 ������
 �M��� ����"�� ��� ��"&��

���������# 0 ������	� ���
 ��� �� ��������
��� ��� �����
��"���� ��������"!
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���
	�� >�� �'��6� �	� � �������	�	

����� ��������� �&	��
 ��
�
 �� 
������	
 ��� ��
 ��� ��������
 ��	 ,�
���������

%������� ��� �	� %� ������� %��������# /��
� ��� �� ���� �	� ��������	� 	 %� ���!

���� %������� ����� ������������	 ���� ���� �	
 ,�
���������
 %�������
� ������


��� ������������ �	� ������	�� �	
 ��"�	
 ��������
 �� ��
����������� �	 ������

�����-	 ��� ��
��� ��� ������# ')
�
� 	 �� 
������	 ��� �����
���
 ��	���.����

������ ��� �	� ��
����
���� ��
 �
� �
# 3������� ����� ������� �� ������"���


��� 	 ���	�����	�� ��� ��
��� ����� ��������� �&	��� 	 �� 
������	 ��� �����
���


�� ����� �������"
 
�������	 ��� �����	 ���� ��� �������� ��� ���
 ������
��	


���������
 ��� ������# 3�� ������� ������	 ��������.�� ��
 ��� ���
 ��� ��
 �����


	 �� 
������	 ��� �����
���
 ��-������ �� ��� ���
 ������
��	
 ���������
#

�� ���
��� �������� ���������� 
� �� .��	
� �	
 ���������	
 �����
# ')��


�������������� 	 �������� ��� �� ������"� 
��������� ��� �	� %� ������� %�������

��-���� ��� ��� 
� ��� 
��������� ��� ������� 
� �������� �� ��-������ 	 �
������

��� �������"����� ��� �� � ��
�� ��� ������� ��� �� ����� �� ��$�
���� � ����
�#

���� ��"&��# 0 ������	 ��	 �������� ������� 
� �������� ����� ��
 ��������

��� ���
� �� �����
  �
���"������� ��� ��
 �����
 ����� ������� 	 ����
����� ��"&��

�
� �����"���
� �������� �� ����� 
�������	 ��� �	� %� ������� %�������# ')
�
�

����
 �� ��� ���
 ����� �
��	 ����	 
� �	� ��������� ��� ������� ��� �� �����

�������� �	� ����-	 ���
 ������� ����"� ��
��� 
� �����
 ���������� �������
 ���

��
��# /��� �� ������ �������� ���� ��� 
������ ��  ���	 ��� �
 	 ������ ��!

������	# *�	 ��������� �
�
� 	 ������	 ����������� ��
 	 ����
����� ��"&�� �
�

����"���
� �������� ���� �������� "��
���� ����������� ��� ������ ��� ����
����


����� �� ����� ��������� 
���� ��� �	� %� ������� %�������#

')��
� ������� ���	�� �� ���� �	 ��������� �� ���-���	��
 �	
 ���������
 ��!

������
 �������	
 
����� ����� �� ���� ���
 ��������� ������	������� ��� 
������

�� ����� �����
� �� �� � ��������	# 7���� ��"���
� �����
 ��� �������"� ��� 
�!

���� 	��� ����� ��
 �� ���������� ��
��� ��� ���.��� ������ ���� ������
���� ��

����� �� 	 ��������
����	�	 �� ������ ��
��# *������� ����� ����� 	 ������� ��!

������ ���
 ���� ���	 �������� ����������� ��� ��� ���	 ��������� ��
���� 
� ���

����������	��� �� ���� �	� �������� �������� ���
 ������
 �	
 ���������
#

(���������� 	 ��	 ��������� ,�
��������� %������� ������������� ��
 ����� ���!

��
	 ���� �����.���� 
�� �������
� 3
�����������4 ���"���� ��
����# ')��
 ����

������� �� �� ���� �	� �������� 	 �������� ���� ��
 ������'���� �� ��� ���� ��� �	�

���	�����	�� ��� ��	��"� ���� ���� ��� ��� ������
 ��	� ������	�� �	
 ��������!
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�
# /�� �	� ���	 ������� 	 �� 
������	 ��� �����
���
 ����� ��������� "�����# 0

��������
��	 %� ������� %������� ���������� �� �������� 
���� ��� ����������� �� !


������	 ��� �����
���
� �� ��������
���
 ��� ���
� ���� ����� ��������� �������

���
 �&$��� ��� ���

����� ��� ����������# %����
� 	 ���	�����	�� ��� ��	��"�

��� �	� ��	���.��� ����
 ���� ��������� �� ������
 �	
 �
��	
� ������	��
 �	
 ��!

�������
#

'(�� ���� �������� ��� ���	����� ���� �	
 %� �������
 %�������
 ������ �	


,�
���������
 %�������
� ����� �	� �������	 ������	 �	
 ��"�	
 �� ��� ���


������
��	
 ���������
 ���� ��� �	 ���������� ������
� ����
����� ��"&�� �
�

����"���
� ��������� ������ ���� �������� �������� ��������
�� ��� ������� ����!


����#

����
� �-�.�� �� �	
��� �� ��
 	 %� ������� %������� 
����� �� ������	 �� ����

������ ��� ��� 	 ,�
��������� %�������# ')��
 ��� ��� �	 ,�
��������� %��������

�� ����"��
� �� ����� Galois ����� ����� �� �� � ��
�� ��� �	� �-����� �	
 �����!

���
����	�	
 �� � ��
��� 
� 
��	 �	 ������� ��
 ��������� ��� 	 ����
����
 �	


�� ����	��
 �������	
# 0 ��������� �������.���� ����� ��"�	
 ��� %������ ��
����

������
�
 ��� �	
 ���

����� ��� ���������� ��� �� ��������
��� �	
 ������	


����
 �	
 ��������
# /� ���� 	 ��	������� ����� ��� ���
	 ���� 	 �� 
������	 ���

�����
���
 ��� �	� %� ������� %������� ����� ����� ��	 
�����	 ��
� �	
# *� ��!

������	 ��� ������ 
���
 ����
 �	
 ��	�������
 ��� ����� ��� ���
�� �����������


������	��
 ��
�
 ����	
 �������.����� ����� ��� ��������"� ��������
����#
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��������� I

�(�"��&��� ��	 ��������	 ��

I�� ("�������
 ��� ���,������ ��� ?����� <

��� ���# �
� ���'

$�� ���������
 �����
�  �������� 	 ������ 	 ������	�	 g(p) g(p) = (q − |Cu→v| +
|Ru→v|p)(1 − p)|Sv| = PP,u→vq

2# 0 ��"�	 ��� 	 ������	 ��������
 �	
 g(p) �
 ���


�� p �������� ���H dg(p)
dp

=
(
|Ru→v|− (q−|Cu→v|)|Sv|−|Ru→v|(|Sv|+1)p

)
(1−p)|Sv |−1

��� d
2g(p)
d2p

= −|Sv|
(
2|Ru→v| − (q−|Cu→v|)(|Sv| − 1)−|Ru→v|(|Sv|+1)p

)
(1− p)|Sv|−2#

1����� ��
 dg(p)
dp

= 0 ��� p = 1 ��� p = |Ru→v|−(q−|Cu→v|)|Sv|
|Ru→v|(|Sv|+1)

≡ p0,u→v# /���

0 < p ≤ 1� ��� ����� �� p0,u→v 
�� ��
�
	 ��.�� ���������� �� ������ 0 < p0,u→v ≤ 1#

p0,u→v > 0 ���� |Ru→v| > (q − |Cu→v|)|Sv|# *	
��"����� ��
 p0,u→v ≤ 1� ����

p0,u→v > 0#

(�� |Ru→v| < (q − |Cu→v|)|Sv|� ���� dg(p)
dp

< 0 ��� �� � ��
� ��� p# *����"
� 	


�����	 ��
� ��� g(p) ������������� ��� p = 0 ��� ����������� ��� g(0) = q−|Cu→v|#
(�� |Ru→v| > (q − |Cu→v|)|Sv|� d2g(p)d2p

= −|Sv|(q − |Cu→v| + |Ru→v|)(1 − p)|Sv|−2�

��� p = p0,u→v# /��� (q− |Cu→v|) + |Ru→v| > 0 ��� (1− p)|Sv|−2 > 0 ��� p = p0,u→v�

��
���������� ��
 d2g(p)
d2p

< 0# *����"
� �� g(p) ���� �� 
������ ��� p0,u→v#

I�# &2�
��� ��" ps,u→v

1����� ��
 d2g(p)
d2p

= 0 ��� p = 1 ��� p = 2|Ru→v|−(q−|Cu→v|)(|Sv|−1)
|Ru→v|(|Sv|+1)

≡ ps,u→v# 6���
����

��
 0 < p ≤ 1 ��� 0 ��� ������
������� 
�� ��� ����������� ��	� ��������	 PP,u→v =

9AB
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��	
	�� ��

PD,u→v�� ��� �� ����� �� ps,u→v 
�� ��
�
	 ��.�� ���������� �� ������ 0 < ps,u→v ≤
1# ')
�
� ps,u→v > 0 ���� 2|Ru→v| > (q − |Cu→v|)(|Sv| − 1)# *	
��"����� ��


ps,u→v ≤ 1� ���� ps,u→v > 0# (���	
� 	 ����	 2|Ru→v| > (q − |Cu→v|)(|Sv| −
1) ����� �������������� ���� |Ru→v| > (q − |Cu→v|)|Sv| ��� �� ���� �	� ��������	�

ps,u→v > p0,u→v# %�����
���� �� ������� �� �� ���������� ����� �� ������� �� ��

2|Ru→v|−(q−|Cu→v|)(|Sv|−1)

|Ru→v|(|Sv|+1)
> |Ru→v|−(q−|Cu→v|)|Sv|

|Ru→v|(|Sv|+1)
� 2|Ru→v| − (q − |Cu→v|)(|Sv| − 1) >

|Ru→v| − (q− |Cu→v|)|Sv| � 2|Ru→v| − (q− |Cu→v|)|Sv|+ q− |Cu→v| > |Ru→v| − (q−
|Cu→v|)|Sv| � 2|Ru→v|+ q−|Cu→v| > |Ru→v| � |Ru→v|+ q−|Cu→v| > 0# 0 ���������

����	 ����� ������#

I�' ��*,���� ��" ?�����
��� ���8

/�� �	� (-����	 �(=#>� ��������� ��
 P̃P = 0 ��� p = 1# *����"
� �� �����	
� ���

��
"� ��� �� ����� PP ≥ PD� ��� ������
����� �	� ��
� 1# /�� �	� ���	 ������� ���

p = 0� P̃P = PD ��� �����"
� �� 0 ������
�������#

0 ��"�	 ��������
 ��� P̃P �
 ���
 �� p�
(
dP̃P

dp

)
� ����� 	 ������ 	#

dP̃P
dp

=
1

N

∑
∀u∈V

|Ru→v| − (q − |Cu→v|)|S| − |Ru→v|(|S| + 1)p

q2
(1 − p)|S|−1.

$�� 0 < p < 1 ���
∑

∀u∈V (|Ru→v| − (q − |Cu→v|)|S|) ≥ 0�
(
dP̃P

dp

)
= 0� ���� p =∑

∀u∈V (|Ru→v|−(q−|Cu→v|)|S|)∑
∀u∈V (|Ru→v|(|S|+1))

�≡ p̃0�# (���� �������
 ��
 dP̃P

dp
> 0 ��� p < p̃0 ���

dP̃P

dp
< 0 ��� p > p̃0# *����"
� �� PP,u→v 
�������������� ��� p̃0# (�������� ��� �� �

��
� ��� p� 0 < p ≤ p̃0� P̃P > PD#

$�� �� p → 1� P̃P → 0 ��� ����
���� ��
 	 �� 
������	 P̃P ����� 
�� ������


������	�	 ��� p� ������� 
�� ��
� p̃max �p̃0 < p̃max < 1� ������ "��� P̃P = PD#

������� ����� �������
 ��
 ��� ����������� ��
� p ∈ [0, p̃max]� P̃P ≥ PD� ����
����

��

∑

∀u∈V (|Ru→v| − (q − |Cu→v|)|S|) ≥ 0#

I�- ��*,���� ��� ����*���
� |Cu→v| ≥ φu→v

/�� �	� (-����	 �6=#A�� |Cu→v| =
Ωu ∩

(⋃
χ∈Sv∪{v}−{u} Ωχ

) ≥ |Ωu ∩ Ωj |� 
�
����
 ���
 ��
���
 χ ∈ (Sv ∪ {v} − {u})� �� ����������.����� 
� ��� 
��
 j =



I�,� .����� ��0�� �	�������@
dp̃′min(φ)

dφ
> 0 9AC

1, ..., |Sv|� ��" ���� ��
�� u �� ����������.���� �
 ���
� � ��� 
�
 |Sv|+1# *����"
�

|Sv||Cu→v| ≥ ∑|Sv|
j=1 |Ωu ∩ Ωj |� � |Cu→v| ≥

∑|Sv |
j=1 |Ωu∩Ωj |

|Sv| >
∑|Sv|

j=1 |Ωu∩Ωj |
|Sv|+1

� � |Cu→v| >
φu→v# *����"
� |Cu→v| ≥ φu→v �	 ����	�� ������ ���� Ωu∩

(⋃
χ∈Sv∪{v}−{u} Ωχ

)
= ∅�

��� �� ���� �	� ��������	 |Cu→v| = φu→v = 0�#

I�. ?����� ��1�� �
� 
�
��A
dp̃′min(φ)

dφ
> 0

dp̃′min(φ)

dφ
=

|S|q2

(|S| + 1)
(
q2 − (|S| + 1)(q − φ)

)2 > 0.

I�6 !�
%�� |PP − P̃P |
/�� ��
 (-��"���
 �(=#<� ��� �(=#>��

|PP − P̃P | =
 1

N

∑
∀u∈V

q − |Cu→v| + p|Ru→v|
q2

(1 − p)|Sv|

− 1

N

∑
∀u∈V

q − |Cu→v| + p|Ru→v|
q2

(1 − p)|S|


=

 1

N

∑
∀u∈V

q − |Cu→v| + p|Ru→v|
q2

(
(1 − p)|Sv| − (1 − p)|S|

)
≤ 1

N

∑
∀u∈V

q − |Cu→v| + p|Ru→v|
q2

(
(1 − p)|Sv| − (1 − p)|S|

)
=

1

N

∑
∀u∈V

q − |Cu→v| + p|Ru→v|
q2

(1 − p)|Sv| − (1 − p)|S|


=
1

N

∑
∀u∈V

q − |Cu→v| + p|Ru→v|
q2

(1 − p)|S|
(1 − p)|Sv|−|S| − 1





��������� II

�(�"��&��� ��	 ��������	 /�

II�� ��1�� �
� 
�
�� dP̃P
dp

/������������ ��
 	 ��"�	 ��������
 ��� P̃P �
 ���
 �� p� ������� ��� �	� ���
��	

�-����	#

dP̃P
dp

=
pλ(|S| + 1)(1 − q) + q − 1 − λ|S|

q
λ(1 − pλ)|S|−1.

%�����"
� dP̃P

dp
= 0 ��� p = q−1−λ|S|

λ(|S|+1)(q−1)
�≡ p0�# *	
��"����� ��


dP̃P

dp
= 0 ��� ���

p = 1
λ
���� ��� ���� �	� ��������	 p ≥ 1 
� ��������
� �� 
	� �� ���� ���&	 	 ��
�

p = 1
λ
#

/��������� 0 ≤ p0 ≤ 1# 0 ����	 p0 ≥ 0 �������������� �� q−1−λ|S| ≥ 0 � λ ≤ q−1

|S| #

0 ����	 p0 ≤ 1 �������������� �� q−1−λ|S|
λ(|S|+1)(q−1)

≤ 1 � q − 1 − λ|S| ≤ λ(|S| + 1)(q − 1)

� q − 1 ≤ λ(|S + 1)(q − 1) + λ|S| � λ ≥ q−1

(|S|+1)(q−1)+|S| � λ ≥ q−1

q|S|+q−1
#

II�# �������
 ��" 1 − 1−λ
1−pλ

G	������ �� 1−λ
1−pλ �� ����� ����� ��� 1 � �� 1 − 1−λ

1−pλ �� ����� ����� ��� 0 � �� λ 1−p
1−pλ

�� ����� ����� ��� 0# '(��� g(λ, p) = λ 1−p
1−pλ ��� ������"
� ��� ��� ����� ����� ��

g(λ, p) ��� :� ���� �������	 	 ���������	# %�����"
� g(0, p) = g(λ, 1) = 0

3����� �� ����������� ��
 dg(λ,p)
dλ

= 1−p
(1−pλ)2

≥ 0# *����"
� �� "
 �� λ ��-����

�� g(λ, p) ��-����# �� 
������ ������������� ��� λ = 1� g(1, p) = 1# *����"
� ���

9>:



II�%� ����#��	 �� |P̂P − P̃P | 9>9

��� 
���� ����� 	 ��
� ��� λ� ���� �������	 ����� 	 ���������	#

3����� �� ����������� ��
 dg(λ,p)
dp

= −λ 1−λ
(1−pλ)2

≤ 0# *����"
� �� "
 �� p ��-�����

�� g(λ, p) 
��"�����# �� 
������ ������������� ���� p = 0� g(λ, 0) = λ# *����"
�

��� ��� 
����	 ����� 	 ��
� ��� p� ���� �������	 ����� 	 ���������	#

II�' �������
 ��" |P̂P − P̃P |
*�
���� 
� ��
 (-��"���
 �F=#<� ��� �F=#A�� �� |P̂P − P̃P | 
����� �� ����������� �


������ �
#

|P̂P − P̃P | =
 1

N

∑
∀u∈V

1 + p(q − 1)

q
λ(1 − pλ)|Sv| − 1 + p(q − 1)

q
λ(1 − pλ)|S|


=

1 + p(q − 1)

q
λ
 1

N

∑
∀u∈V

(1 − pλ)|Sv| − (1 − pλ)|S|


=
1 + p(q − 1)

q
λ(1 − pλ)|S|

 1

N

∑
∀u∈V

(1 − pλ)|Sv|−|S| − 1
.

II�- ("�������
 ��" ?�����
��� :��-

')��� q−1
qD+q−1

≤ λ < q−1

q|S|+q−1
�  � ���� �� ��
 ������������� 	 ����	 q−1−λD

λ(D+1)(q−1)
≤ 1#

0 ����	 q−1−λD
λ(D+1)(q−1)


����� �� ������ ���
q−1

λ
−D

(D+1)(q−1)
# ��

q−1
λ

−D
(D+1)(q−1)


��������������

���� 	 ��
� ��� λ ����� 	 �������	 � λ = q−1
qD+q−1

# *����"
�
q−1

λ
−D

(D+1)(q−1)
≤

q−1
q−1

qD+q−1

−D

(D+1)(q−1)
=

qD+q−1−D
(D+1)(q−1)

= D(q−1)+q−1
(D+1)(q−1)

= 1#

%�����
���� �� ������� �� ��
 q−1−λD
λ(D+1)(q−1)

≤ q−1−λ|S|
λ(|S|+1)(q−1)

����� ������ �� ���� ��

��
 q−1−λD
D+1

≤ q−1−λ|S|
|S|+1

� (|S|+1)(q−1−λD) ≤ (D+1)(q−1−λ|S|) � |S|q+q−|S|−
1−λD|S|−λD ≤ qD+ q−D−1−λ|S|D−λ|S| � |S|q−|S|−λD ≤ qD−D−λ|S|
� |S|(q−1+λ) ≤ D(q−1+λ) � |S| ≤ D# 0 ��������� ����	 ������������� �������#



��������� III

�(�"��&��� ��	 ��������	 $�

III�� ��*,���� ��" ?�����
��� ?���

0 ��"�	 ��������
 ��� PP,u→v �
 ���
 �� p �������.���� �
 ������ �
�
dPP,u→v

dp
=

|Ru→v|−(q−|Cu→v|)|Sv|−|Ru→v|(|Sv|+1)p
q2

(1 − p)|Sv|−1# *����"
�

dBP,u→v

dp
=

β

q

(q − 1)PP,u→v −
(
1 + p(q − 1)

)
dPP,u→v

dp

P 2
P,u→v

=
β

P 2
P,u→vq

3

(
(q − |Cu→v|)(q − 1 + |Sv|) − |Ru→v|

)
(1 − p)|Sv|−1

+
β

P 2
P,u→vq

3
p
(
(q − 1)(q − |Cu→v|)(|Sv| − 1) + |Ru→v|(|Sv| + 1)

)
(1 − p)|Sv|−1

+
β

P 2
P,u→vq

3
p2(q − 1)|Ru→v||Sv|(1 − p)|Sv|−1.

6���
���� ��
 β
P 2

P,u→vq
3 > 0� (q−1)(q−|Cu→v|)(|Sv|−1)+ |Ru→v|(|Sv|+1) ≥ 0�

(q − 1)|Ru→v||Sv| ≥ 0 ��� (1 − p)|Sv|−1 ≥ 0� ����� �������
 ��
 (q − |Cu→v|)(q − 1 +

|Sv|) − |Ru→v| ≥ 0� ���� dBP,u→v

dp
≥ 0� ��� �� � 0 ≤ p ≤ 1#

III�# ��*,���� ��" ?�����
��� ?��'

')��
 ��������� ��� �	� ������-	 ��� 4����
���
 4=#9� 	 ��"�	 ��������
 ����

�	� ��
�� dBP,u→v

dp
= qβ

(q−1)PP,u→v−
(

1+p(q−1)

)
dPP,u→v

dp

P 2
P,u→v

# $�� p = pB0,u→v� ������ ��


9>;



III�%� ���)��?� �� .�����	��� .��8 9>@

dBP,u→v

dp
= 0 ��� �����"
� dPP,u→v

dp
= q−1

1+pB
0,u→v(q−1)

PP,u→v > 0# (���� �������
 ��
 	

����	 dPP,u→v

dp
> 0 ������������� 
��� ��� p < p0,u→v# *����"
� pB0,u→v < p0,u→v#

III�' ��*,���� ��" ?�����
��� ?��6

0 ��"�	 ��������
 ��� B̂P,u→v �
 ���
 �� p�
dB̂P,u→v

dp
� ������� 
� dBP,u→v

dp
−xu→vhu→v

dPP,u→v
dp

P 2
P,u→v

β#

%����	������ ��
 xu→vhu→v
dPP,u→v

dp
β = xu→vhu→vβ

|Ru→v|−(q−|Cu→v|)|Sv|−|Ru→v|(|Sv|+1)p
q2

(1−
p)|Sv|−1 = xu→vhu→vqβ

q3

(
|Ru→v|−(q−|Cu→v|)|Sv|

)
(1−p)|Sv |−1−xu→vhu→vqβ

q3
|Ru→v|(|Sv|+

1)p(1 − p)|Sv|−1q2(1 − p)|Sv|−1#

*�
���� 
� �� %�����	
� III#9�

dB̂P,u→v

dp
=

β

P 2
P,u→vq

3

(
xu→vhu→vq

(
|Ru→v| − (q − |Cu→v|)|Sv|

))
(1 − p)|Sv|−1

+
β

P 2
P,u→vq

3

(
(q − |Cu→v|)(q − 1 + |Sv|) − |Ru→v|

)
(1 − p)|Sv|−1

+
β

P 2
P,u→vq

3
p
(
xu→vhu→vq|Ru→v|(|Sv| + 1)

)
(1 − p)|Sv|−1

+
β

P 2
P,u→vq

3
p
(
(q − 1)(q − |Cu→v|)(|Sv| − 1) + |Ru→v|(|Sv| + 1)

)
(1 − p)|Sv|−1

+
β

P 2
P,u→vq

3
p2(q − 1)|Ru→v||Sv|(1 − p)|Sv|−1.

%�����"
� limp→0
dB̂P,u→v

dp
= β

P 2
P,u→vq

3

(
xu→vhu→vq

(
|Ru→v|−(q−|Cu→v|)|Sv|

))
(1−

p)|Sv|−1+ β
P 2

P,u→vq
3

(
(q−|Cu→v|)(q−1+|Sv|)−|Ru→v|

)
(1−p)|Sv|−1 ��� limp→0

dB̂P,u→v

dp
≥

0 �� |Ru→v| ≥ (q − |Cu→v|)xu→vhu→vq|Sv|−q−|Sv|+1
xu→vhu→vq−1

#

(���� ������ ��
 ���� p → 1� PP,u→v → 0 
� ��������� limp→1 B̂P,u→v = +∞#

*����"
� �� ������������� 	 ����	 |Ru→v| ≥ (q− |Cu→v|)xu→vhu→vq|Sv|−q−|Sv|+1
xu→vhu→vq−1

� �����

����
 ��� �� p = 0� ������� ��� 
�� ���	 ��
� 0 < p < 1 ������ "��� �� ������

B̂P,u→v = B̂D,u→v# /��� 	 ��
� ��
����.���� 
� pB̂max,u→v# *����"
� ��� �� � p ∈
[0, pB̂max,u→v] ��� |Ru→v| ≥ (q − |Cu→v|)xu→vhu→vq|Sv|−q−|Sv|+1

xu→vhu→vq−1
� ������������� 	 ����	

B̂P,u→v ≤ B̂D,u→v#



9>< �	������	 III� ���)��?��� �� 
��	
	�� .�

III�- ��*,���� ��" ?�����
��� ?��8

0 ����	 PP,u→v ≥ PD,u→v ������������� �� |Ru→v| ≥ (q−|Cu→v|)|Sv|� ���
 ���������
��� �� 7������� (=# (���� ������ �� ���� �� ��
 ������ (q−|Cu→v|)xu→vhu→vq|Sv|−q−|Sv|+1

xu→vhu→vq−1
≤

(q−|Cu→v|)|Sv| � xu→vhu→vq|Sv|−q−|Sv|+1
xu→vhu→vq−1

≤ |Sv|# /� xu→vhu→vq−1 > 0 �� xu→vhu→v >
1
q
� ����� ������ �� ������ 	 ����	 xu→vhu→vq|Sv|−q−|Sv|+1 ≤ (xu→vhu→vq−1)|Sv|
� −q + 1 ≤ 0 �� ����� ����� ������# /� xu→vhu→vq − 1 > 0� ���� −q + 1 ≥ 0� ��

����� ��� �������������#

6���
���� ��
 hu→v ≥ du→vPP,u→v� ����� ������ �� ������ xu→vdu→vPP,u→v >
1
q
�

� PP,u→v >
1

qxu→vdu→v
#



��������� IV

��������� ��	 ���
�������

) �����
�����
 ����� ��� ������

� ���

��� ��	 ��"��� ������

����
�� C#

�� ������

� ���� ���� �������
 �������
 ������
���� �� ����������� ��� �����	

��� ��	 ������	 �-����� ��� ��������
���� 
��� �� ����
 ��� �� � �����
���
#

(������ �
�
� ������ ��� ���������� ����� � I������
J ��� �����
����� ��� �� �"


���������� �� �����
��"��� ��� ���� ��������	 ������� ������������� ���
 ������
 ��

�����
�����
 ��� ������� �����������	�	 ��� �"���� ��� ������
 �����"� ������



��
	
 ��� ������������
 �����
#

7������
� ���� ������	 �� 
�� ������� ��������
 ������� ��� 
"� ��� 
����� ��

��	��
����	 �� ������
���� �� ����� ��� ������� ��� 
�� ��� ����������� ���	�����

����� �	
 �������
  �����
� KA?L# (���	
� ������ ��
���� �	
������ 	��� "����

������� 
� �	� ��������	� 
�� ������ �� &����������� ��� 
"� �� ���� �	� ���� ����


� 
�� ���	 	 ���# /��� ����� ��������� �����
� ����� ��� ��������
�� �� ��
���  �����

�� ����������� ����  � 
����"���� ��� ������ ��� ���� �������� ����������� �� �����

�����������
 � �����
# /�� �	� ���	 ������� ���
��� �� �����������
 ���������


���
 �����
���
 ��#�#� ���� ����.�� 
��� 	 ������	�� �	
 ���������
� ����� �����
�

�� ��	��
����	 ��� �� ����
 ������ ��
 &����������� ��
"� ���
��� �� �����������

�����
��� ��� ���
 �����
 ��
���
#

'(��� �	
�����	 �� 
�� ������� ��� 
����� ��� ���������.�� ���������
 �������


� ��������
��� ������	������� ���
 � ��� 
�
 ��� ��
��� ��� � 
������
 ��� 
�


��������# (���	
� 	 ������� ����� 
����� �� ������� ���������
 
� ������	�� �����

�� ������ ���
��� ��� 
�# 3�� ���	 ������� �������� ���
 ������ 
��
 ��� Chlam-

�����������	 ���� 
�� �seed
�

9>A



9>> �	������	 IV� ������	�� �� �����������

tac ��� Farago �� "
 ��� ��� Ju ��� Li ��� ��
 ��������
��������
 ��� ��
��� ���


����
 ����������	��� ��� 7������� $= ��� 6=#

) �����
 ���������� �����
������ �� ������� ��� �� �� � ������� �� ����� ���!

��
# 8���� ��� ������ �"� &����������� ��� 
"�� �� � ��
��
 �������.�� ��  �


����"��� �� 
�� ��������
��	 ����� ������ ������� 
� �� ������ ���	�	
 ����
�!

��� ��� �	� �������� �������	
 
����# (���� �������
 ��
 ������ ��
��� 
������

�� 
����"���� ���������� ��� �� ����-�� � ��� ��� 
���������# $�� �� ���� ��!

�� ����������� 
�� ������� �	
 �����
 � ����
 ����� �� �-������ �� ������
 ��� ���


��
���
 ��� ��	���.��� 
�� ��������
��	 
������	 
�������� � ��� ��	� ���� ���!

�� �����# *	
��"����� ��
 � �� � ��
��
 �������� ������ �� ����� ��������� ��
��

 � 
����"���#

*�	� ��������	 ��� ������� ����	 ������"� ������� ���������
� ���
 	 ����!

����	 ��� 7�������� 0=� ���� �� ������ ��� ��
��� ��� ��	���.��� �	� �����


������	 ���������� �� ����������� ��	� ��������	 ����
 ��
���
 ��� 
���������

���
 ��� ��
�� ��� ������.���� 	 
������	# 0 ���	�����	�� ��� ��	��"� ���������


� �	� ���������� ��� .��-��� ��� ��
��� ����� ��������
��	
 ��
�
 �	
 ��������!

�	
 �� ����	��
#

3� �� ����
 �� � �������� ������� �����
	�	 �	
 �� 
������	
 ��� �� � 
������	

��� ���
 ��
 
��������
# *�� ����
 ��� �����
��"����� 
��� ��� ���� 
����� ��� 
�


��� �������� � 
���
 ���
 �������.���� ��� 	 �� 
������	 ��� �����
���
#

3� ���������� ������ 	 ���������	 �����
 ��� �� ��������
��� �	
 �����
���!

�	
 �� 7�������� 4=� ���������	�� ����� ��� ��� 
�� ��� ������ ��"� 
������	


�� �� � �������#



 �%���������

[1] C. P. . P. Bhagwat, “Highly Dynamic Destination-Sequenced Distance Vector

Routing (DSDV) for Mobile Computers,” Proceedings of ACM SIGCOMM’ 94,

pp. 234-244, September 1994.

[2] C. Perkins and E. Royer, “Ad-Hoc On-Demand Distance Vector Routing,”

Proceedings of 2nd IEEE Workshop on Mobile Computing Systems and Ap-

plications, February 1999.

[3] D. B. Johnson and D. A. Maltz, Mobile Comupting, Kluwer Academic Publi-

shers, 1996.

[4] V. Park and M. Scott Corson, “A Highly Adaptive Distributed Routing Al-

gorithm for Mobile Wireless Networks,” Proceedings of IEEE INFOCOM ’97,

March 1997.

[5] T. Rappaport, “Wireless Communications: Principles and Practice,” Prentice

Hall; 2nd edition, December 31, 2001.

[6] K. Oikonomou, I. Tenidis and I. Stavrakakis, “A Mechanism to Enable Diffe-

rentiated Services QoS in HIPERPLAN/2,” 8th IEEE International Conference

on Telecommunications (ICT), Bucharest, Romania, June 2001.

[7] K. Oikonomou, C. Mas and I. Tenidis, “On QoS Management of H/2 Bearer Ser-

vice for 3G Telecommunication Systems,” 3G Technologies and Applications,

EURESCOM Summit 2001, 12-15 November 2001, Heidelberg, Germany.

[8] K. Oikonomou, A. Vaios, S. Simoens, P. Pellati, I. Stavrakakis, “A Centralized

Ad-Hoc Network Architecture (CANA) Based on Enhanced HiperLAN/2,” The

167



168 "�#
����	��	

14TH IEEE International Symposium on Personal, Indoor and Mobile Radio

Communications, PIMRC 2003, Beijing, China, September 7-10, 2003.

[9] K. Oikonomou, N. B. Pronios, “Ad-Hoc Networking: A Unified Evaluation

Framework,” IST Mobile & Communications Summit 2003, Aveiro-Portugal,

15-18 June 2003.

[10] A. Vaios, K. Oikonomou, N. Zinelis, I. Stavrakakis, “Increasing Capacity in

Dual-band WLANs through Ad-hoc Networking,” International Journal of Wi-

reless and Mobile Computing (IJWMC), Special Issue on Wireless Ad Hoc

Networking (to appear in 2005).

[11] K. Oikonomou and N. B. Pronios, “Transient Behavior of and Ad-Hoc Network

Architecture Supporting an Enhanced Dual Mode HiperLAN/2 System.” Inter-

national Workshop on Wireless Ad-Hoc Networks (IWWAN) 2004, 31st May -

3rd June, 2004, Oulu, Finland.

[12] IEEE 802.11, “Wireless LAN Medium Access Control (MAC) and Physical

Layer (PHY) specifications,” Nov. 1997. Draft Supplement to Standard IEEE

802.11, IEEE, New York, January 1999.

[13] P. Karn, “MACA- A new channel access method for packet radio,” in

ARRL/CRRL Amateur Radio 9th Computer Networking Conference, pp. 134-

140, 1990.

[14] F. A. Tobagi and L. Kleinrock, “Packet Switching in Radio ChannelsQ Part II

- the Hidden Terminal Problem in Carrier Sense Multiple Access Modes and

the Busy-Tone Solution”, IEEE Transactions on Communications, Vol. 23, pp.

1417-1433, 1975.

[15] V. Bharghavan, A. Demers, S. Shenker, and L. Zhang, “MACAW: A Media

Access Protocol for Wireless LAN’s,” Proceedings of ACM SIGCOMM’94, pp.

212-225, 1994.

[16] C.L. Fullmer, J.J. Garcia-Luna-Aceves, “Floor Acquisition Multiple Access

(FAMA) for Packet-Radio Networks,” Proceedings of ACM SIGCOMM’95, pp.

262-273, 1995.



"�#
����	��	 169

[17] J. Deng and Z. J. Haas, “Busy Tone Multiple Access (DBTMA): A New Medium

Access Control for Packet Radio Networks,” in IEEE ICUPC’98, Florence, Italy,

October 5-9, 1998.

[18] C-K Toh, Ad Hoc Mobile Wireless Networks, Protocols and Systems, Prentice

Hall, 2002.

[19] R. Nelson, L. Kleinrock, “Spatial TDMA, A collision-free Multihop Channel

Access Protocol,” IEEE Transactions on Communications, Vol. COM-33, No.

9, September 1985.

[20] A. Ephremides and T. V. Truong, “Scheduling Broadcasts in Multihop Radio

Networks,” IEEE Transactions on Communications, 38(4):456-60, April 1990.

[21] G. Wang and N. Ansari, “Optimal Broadcast Scheduling in Packet Radio Ne-

tworks Using Mean Field Annealing,” IEEE Journal on Selected Areas in Com-

munications, VOL. 15, NO. 2, pp 250-260, February 1997.

[22] I. Chlamtac and A. Farago, “Making Transmission Schedules Immune to To-

pology Changes in Multi-Hop Packet Radio Networks,” IEEE/ACM Trans. on

Networking, 2:23-29, 1994.

[23] J.-H. Ju and V. O. K. Li, “An Optimal Topology-Transparent Scheduling Me-

thod in Multihop Packet Radio Networks,” IEEE/ACM Trans. on Networking,

6:298-306, 1998.

[24] J. A. Stankovic, T. Abdelzaher, C. Lu, L. Sha, J. Hou, “Real-Time Commu-

nication and Coordination in Embedded Sensor Networks,” Proceedings of the

IEEE, 91(7): 1002-1022, July 2003. (invited paper).

[25] T. Shepard, “A Channel Access Scheme for Large Dense Packet Radio Ne-

tworks,” In Proc. of ACM SIGCOMM (Aug. 1998).

[26] L. Bao and J. J. Garcia-Luna-Aceves, “A new approach to channel access sche-

duling for ad hoc networks,” ACM Mobicom 2001, July 2001.

[27] R. Rozovsky and P. R. Kumar, “SEEDEX: A MAC protocol for ad hoc ne-

tworks,” ACM Mobihoc’01, October 2001.



170 "�#
����	��	

[28] F. Borgonovo, A. Capone, M. Cesana, L. Fratta, “ADHOC MAC: a new MAC

architecture for ad hoc networks providing efficient and reliable point-to-point

and broadcast services,” to appear in WINET Special Issue on Ad Hoc Networ-

king.

[29] R. Krishnan and J.P.G. Sterbenz, “An Evaluation of the TSMA Protocol as

a Control Channel Mechanism in MMWN,” Technical report, BBN Technical

Memorandum No. 1279, 2000.

[30] J.-H. Ju, V. O. K. Li, “TDMA Scheduling Design of Multihop Packet Radio

Networks Based on Latin Squares,” IEEE Journal on Selected Areas in Com-

munications, vol. 17, no. 8, August 1999.

[31] N. Pronios, “Performance considerations for slotted spread-spectrum random

access networks with directional antennas,” in Proc. of IEEE GLOBECOM ’89,

Nov. 1989.

[32] Y.B. Ko, V. Shankarkumar, and N.H. Vaidya, “Medium access control pro-

tocols using directional antennas in ad hoc networks,” in Proceedings of IEEE

Conference on Computer Communications (INFOCOM), volume 1(3), pages

13–21, Tel Aviv, Israel, Mar. 26–30 2000.

[33] J. Ward and R. T. Compton, “Improving the Performance of Slotted ALOHA

Packet Radio Network with an Adaptive Array,” IEEE Transactions on Com-

munications, 40(2):292–300, February 1992.

[34] R. T. Compton, Jr. and J. Ward, “High throughput slotted ALOHA packet

radio networks with adaptive arrays,” IEEE Trans. Comm., vol. 41, no. 3, pp.

460-470, March 1993.

[35] R. Wattenhofer, L. Li, P. Bahl, and Y. M. Wang, “Distributed topology control

for power efficient operation in multihop wireless ad hoc networks,” in Proc.

IEEE Infocom, 2001.

[36] M. Kubisch, H. Karl, A. Wolisz, L. C. Zhong and J. Rabaey, “Distributed

Algorithms for Transmission Power Control in Wireless Sensor Networks,” in

WCNC 2003, New Orleans, LA, March 2003.



"�#
����	��	 171

[37] J. Monks, V. Bharghavan, and W. W. Hwu, “Transmission power control for

multiple access wireless packet networks,” in Proceedings of The 25th Annual

IEEE Conference on Local Computer Networks (LCN 2000), Tampa, FL, No-

vember 2000.

[38] S. Narayanaswamy, V. Kawadia, R. S. Sreenivas, and P. R. Kumar, “Power con-

trol in ad-hoc networks: Theory, architecture, algorithm and implementation

of the COMPOW protocol,” in Proceedings of European Wireless Conference,

2002.

[39] J. P. Monks, J.-P. Ebert, A. Wolisz, and W. mei W. Hwu, “A study of the

energy saving and capacity improvement potential of power control in multi-hop

wireless networks,” in Workshop on Wireless Local Networks, Tampa, Florida,

USA, also Conf. of Local Computer Networks (LCN), Nov. 2001.

[40] R. Zheng and R. Kravets, “On-demand power management for ad hoc network,”

IEEE Infocom 2003, San Franciso, CA, USA, March 30 - April 3, 2003.

[41] R. Kravets and P. Krishnan, “Power management techniques for mobile com-

munication,” in Proc. ACM Mobicom 99, pages 24–35, 1999.

[42] W. Ye, J. Heidemann, and D. Estrin, “An energy-efficient MAC protocol for

wireless sensor networks,” in INFOCOM 2002, New York, June 23-27, 2003.

[43] S. Singh and C. S. Raghavendra, “PAMAS: Power Aware Multi-Access protocol

with Signalling for Ad Hoc Networks,” (to appear) ACM Computer Commu-

nications Review, 1999.

[44] U. Kozat, I. Koutsopoulos and L. Tassiulas, “A Framework for Cross-layer

Design of Energy-efficient Communication with QoS Provisioning in Multi-hop

Wireless Networks,” Infocom 2004, Hong Kong, March 7-11, 2004.

[45] Hend Koubaa, “Reflections on Smart Antennas for MAC Protocols in Multihop

Ad Hoc Networks,” European Wireless 2002, February 25-28, 2002, Florence,

Italy.

[46] K. Oikonomou, N. B. Pronios, “Ad-Hoc Networking: A Unified Evaluation

Framework,” IST Mobile & Communications Summit 2003, Aveiro- Portugal,

15-18 June 2003.



172 "�#
����	��	

[47] Dimitri Bertsekas and Robert Gallager, “Data networks,” 2nd edition, Prentice-

Hall, Inc., 1992.

[48] Emil Artin, “Galois Theory,” Dover Publications, 1998.

[49] Ian Stewart, “Galois Theory,” Chapman & Hall/CRC Mathematics, 3rd Edi-

tion, 2004.

[50] A.-L. Barabasi, “Linked: The New Science of Networks,” Perseus Publishing,

Cambridge, Massachusetts, 2002.

[51] K. Oikonomou and I. Stavrakakis, “Load Analysis of Topology-Unaware TD-

MA MAC Policies for Ad-Hoc Networks,” Quality of Future Internet Services

(QoFIS), 29 September - 1 October, 2004, Barcelona, Spain.

[52] K. Oikonomou and I. Stavrakakis, “A Probabilistic Topology Unaware TDMA

Medium Access ControlPolicy for Ad-Hoc Environments,” Personal Wireless

Communications (PWC 2003), September 23-25, 2003, Venice, Italy.

[53] K. Oikonomou and I. Stavrakakis, “Throughput Analysis of a Probabilistic

Topology-Unaware TDMA MAC Policy for Ad-Hoc Networks,” Quality of Fu-

ture Internet Services (QoFIS), 1-3 October, 2003, Stockholm, Sweden.

[54] K. Oikonomou and I. Stavrakakis, “Analysis of a Probabilistic Topology-

Unaware TDMA MAC Policy for Ad-Hoc Networks,” IEEE JSAC Special Issue

on Quality-of-Service Delivery in Variable Topology Networks, Vol. 22, No. 7,

September 2004, pp. 1286-1300.

[55] K. Oikonomou, N. Pronios and I. Stavrakakis, “Performance Analysis of TDMA

MAC Schemes for Ad-Hoc Neworks with Topology Control,” The Third Annual

Mediterranean Ad Hoc Networking Workshop (Med-Hoc-Net 2004), Bodrum,

Turkey, June 27-30, 2004.

[56] K. Oikonomou, N.Pronios and I. Stavrakakis, ”Performace Analysis of

Topology-Unaware TDMA MAC Schemes for Ad-Hoc Networks with Topology

Control,” Computer Communications , QoFIS Special Issue, Elsevier Science.

To appear fall of 2004.



"�#
����	��	 9B@

[57] K. Oikonomou and I. Stavrakakis, “Power Efficiency Analysis for Topology-

Unaware TDMA MAC Policies in Ad-Hoc Networks,” 38th Hawaii Internatio-

nal Conference on System Sciences, HICSS-38, January 3-6, 2005, Big Island,

Hawaii.

[58] Athanasios Papoulis, “Probability, Random Variables, and Stochastic Proces-

ses”, McGraw-Hill Inc., NY, third edition, 1991.



������� )���
��!
���

• Konstantinos Oikonomou and Ioannis Stavrakakis, “Analysis of a Probabilistic

Topology-Unaware TDMA MAC Policy for Ad-Hoc Networks,” IEEE Journal

on Selected Areas in Communications, JSAC, Special Issue on Quality-of-

Service Delivery in Variable Topology Networks, Vol. 22, No. 7, September

2004, pp. 1286-1300.

• Konstantinos Oikonomou, Nikos Pronios and Ioannis Stavrakakis, ”Performace

Analysis of Topology-Unaware TDMA MAC Schemes for Ad-Hoc Networks

with Topology Control,” Computer Communications. To appear fall of 2004.

• Athanasios Vaios, Konstantinos Oikonomou, Nikolaos Zinelis, Ioannis Stavra-

kakis, “Increasing Capacity in Dual-band WLANs through Ad-hoc Networ-

king,” International Journal of Wireless and Mobile Computing (IJWMC),

Special Issue on Wireless Ad Hoc Networking (to appear in 2005).

• Konstantinos Oikonomou and Ioannis Stavrakakis, ”Energy Consumption for

Topology-Unaware TDMA MAC Protocols,” Ad-Hoc Networks Journal, Else-

vier Science. To appear in 2005.

• Konstantinos Oikonomou, Athanasios Vaios and Ioannis Stavrakakis, ”Analy-

sis of a Topology Control Paradigm in WLAN/WPAN Environments,” submit-

ted for the Special Issue of Kluwer Wireless Personal Communications Journal

on Advances on Wireless LANs and PANs. Publication date: 2nd quarter

2005.

• Konstantinos Oikonomou and Ioannis Stavrakakis, “Power Efficiency Analy-

sis for Topology-Unaware TDMA MAC Policies in Ad-Hoc Networks,” 38th

9B<



Hawaii International Conference on System Sciences, HICSS-38, January 3-6,

2005, Big Island, Hawaii.

• Konstantinos Oikonomou and Ioannis Stavrakakis, “Load Analysis of Topology-

Unaware TDMA MAC Policies for Ad-Hoc Networks,” Quality of Future In-

ternet Services (QoFIS), 29 September - 1 October, 2004, Barcelona, Spain.

• Konstantinos Oikonomou, Nikos Pronios and Ioannis Stavrakakis, “Performa-

nce Analysis of TDMA MAC Schemes for Ad-Hoc Neworks with Topology

Control,” The Third Annual Mediterranean Ad Hoc Networking Workshop

(Med-Hoc-Net 2004), Bodrum, Turkey, June 27-30, 2004.

• Konstantinos Oikonomou and Ioannis Stavrakakis, “Throughput Analysis of a

Probabilistic Topology-Unaware TDMA MAC Policy for Ad-Hoc Networks,”

Quality of Future Internet Services (QoFIS), 1-3 October, 2003, Stockholm,

Sweden.

• Konstantinos Oikonomou and Ioannis Stavrakakis, “A Probabilistic Topology

Unaware TDMA Medium Access ControlPolicy for Ad-Hoc Environments,”

Personal Wireless Communications (PWC 2003), September 23-25, 2003, Ve-

nice, Italy.

• Konstantinos Oikonomou, Athanasios Vaios, Sebastien Simoens, Pietro Pella-

ti, Ioannis Stavrakakis, “A Centralized Ad-Hoc Network Architecture (CANA)

Based on Enhanced HiperLAN/2,” The 14TH IEEE International Symposium

on Personal, Indoor and Mobile Radio Communications, PIMRC 2003, Bei-

jing, China, September 7-10, 2003.

• Konstantinos Oikonomou, Nikos B. Pronios, “Ad-Hoc Networking: A Unified

Evaluation Framework,” IST Mobile & Communications Summit 2003, Aveiro-

Portugal, 15-18 June 2003.

• Athanasios Vaios, Konstantinos Oikonomou, Ioannis Stavrakakis, “A Centra-

lized Routing Scheme Supporting Ad Hoc Networking in Dual Mode HIPER-

LAN/2,” IST Mobile & Communications Summit 2003, Aveiro-Portugal, 15-18

June 2003.

9BA



• Athanasios Vaios, Konstantinos Oikonomou, Nikolaos Zinelis, Konstantinos

Ntagkounakis and Ioannis Stavrakakis, “On Supporting Dual-Mode Hiper-

LAN/2: Architecture and Overhead,” 13th IST Mobile & Wireless Commu-

nications Summit 2004, June 27-30, Lyon, France.

• Konstantinos Oikonomou, Konstantinos Ntagkounakis, Athanasios Vaios, Ni-

kolaos Zinelis and Ioannis Stavrakakis, “Layered Architecture and Modules

of CANA Supporting Dual Mode HiperLAN/2,” International Workshop on

Wireless Ad-Hoc Networks (IWWAN) 2004, 31st May - 3rd June, 2004, Oulu,

Finland.

• Athanasios Vaios, Konstantinos Oikonomou, Sebastien Simoens , Pietro Pellati

and Ioannis Stavrakakis, “A Dual-Band HiperLAN/2-based Architecture for

Indoor Hotspot Applications,” International Workshop on Wireless Ad-Hoc

Networks (IWWAN) 2004, 31st May - 3rd June, 2004, Oulu, Finland.

• Konstantinos Oikonomou and Nikos Pronios, “Transient Behavior of and Ad-

Hoc Network Architecture Supporting an Enhanced Dual Mode HiperLAN/2

System.” International Workshop on Wireless Ad-Hoc Networks (IWWAN)

2004, 31st May - 3rd June, 2004, Oulu, Finland.

• Konstantinos Oikonomou, Carmen Mas and Ioannis Tenidis, “On QoS Mana-

gement of H/2 Bearer Service for 3G Telecommunication Systems,” 3G Tech-

nologies and Applications, EURESCOM Summit 2001, 12-15 November 2001,

Heidelberg, Germany.

• Konstantinos Oikonomou, Ioannis Tenidis and Ioannis Stavrakakis, “A Mecha-

nism to Enable Differentiated Services QoS in HIPERPLAN/2,” 8th IEEE

International Conference on Telecommunications (ICT), Bucharest, Romania,

June 2001.

9B>



#��

��� 3����4� 56���

Ad-hoc 7��� %�������	 6�����

Adaptive

Antenna

%�����
�.�
��	 7�����

Antenna 7�����

Antenna Array *�������� 7����"�

Broadcast 3���
� ����
��
��� ���
 ���
 ��
 ����� �����


Collision *�������	 
���������

Collision-free

scheduling

5�������
����	�	 ����
 ����������


Carrier sense 3	�����
� ��������	
 �������


Contention-based

protocol

%��������� ��� ����.���� ���� ���������
� ���
��� ����


��
���
 ������
����
 �� ������� �� 	 �������	 ��� 
��� 
�!

�����	


Cross-layer

design

6�������
��	 �������	 ��������

Directional

Antenna

7���� ������ ������

Frame %������

Hop '/�
�

Latin squares 2�������� ������


Multihop %�����
�����


Omni-directional

antennas

7�����
 ��� ����
���� ���
 ���
 ��
 ����� �����


9BB



Polynomial

soluble by

radicals

%�������� ��� �� ����"��
� �� ����� ���� radical ��.�


Power control '(�����
 �����
 
������	


Radical %�������� ��� �����	 �	� ��.� ���
 �������
�� 
� �	���
 ���!

�������
� 	 ����� 
����� �� ��������� ��������� ��	��
�!

���"���
 ���
 ����������
� ��
 ��� 
	����
 ���-��
 ��� �	�

���-	
 �	
 �����	
 �	
 ��.�
 ���
 ��� 
��

Recovery /���	&	 ��� ������
 ����������


Sensor

Networks

6����� /�� 	�����

Scheduling 5�������
����	�	

Seed %�������� ��� ��� I�����J 
��
 ������
 ������ ��
 ��� 
"�

Smart Antenna '(-���	 ������

Spatial Reuse 5����� �-�����	�	

Steady-state

mode

*�� ��� ��������	 ����������


Switched-beam

Antenna

7����� 6������	

Time slot 5���� �����

Topology

control

'(�����
 ���������


Transient

mode

E����� ��������	 ����������


9B?



�	�%���
��� ����,4�

u→ v *�
�����
�
 �	
 
������	
 ��� ��� ��
�� u ���� ��
�� v

u � v *�
�����
�
 �	
 ���
 ����
���� ��� ��� ��
�� u ���� ��
�� v

|X| *�
����.�� ��� ��� 
� ��� ��������� ��� ������� X

B 7��������	 �����
 ��� �����
���


Bu→v 7��������	 �����
 ��� �	 
������	 u→ v �� ��� �������

Bi,u→v 7��������	 �����
 ��� �	 
������	 u→ v ��	 ����� ����� i

β 0 ���������	 �����
 
��
 
������	


Γ Galois )
���

E �� ������ ��� .��-��� ���
 �������

Θu→v *����� ��� 
��������� ��� � ������ �	 
������	 u→ v ���� ��� � ��!

������ ��� �� ����
 ��� ����

λ 0 �� ����	�� �� �������� ����
��� ���
 
������	 ���
��� �� ��� ��
!

���
 
�� ����
��	 ����� �����

N /�� 
�
 ��� ��
��� ���
 �������

Oi,u→v *����� ��� ��
��� χ ��� 	 
������� ���
 � ����� �	 
������	 u →
v� χ ∈ Sv ∪ {v} − {u}� ��� �� ������ ����������� �� 
����"���� ���


����� �����
 i� i ∈ Ωχ

φ 0 
��	 ��
� ��� φu→v ��� ���
 ��
 
��������
 ��� ������

φu→v 3���
 ��� 
�
 ��� ����������
���� ����� ������ ��� ��
��� u ��� �� �

��
�� χ ∈ Sv ∪ {v} − {u}
Φu→v *����� ��� 
��������� ��� � ������ �	 
������	 u→ v ��� � ��������

��� �� ����
 ��� ����

χ(G) 5��
�����
 ��� 
�
 ��� ������ G

9BC



Ψj
u→v *����� ��� ��
��� χ ��� ��	���.��� �	 
������	 u → v ��	 �����!

 ����� i 	 ����� ��� ���
 ���� ����� �� ��� ��� ���
 ������
 	 
������	

χ → psi� ψ ∈ Sχ� ����� ���� �������
 �� ������ ������� ���	���
��� ���

�������� j

Ωu �� ������ ��� ����� ������ ���
 �������� ���
 �����
 ����������� ��


����"��� ���
 ��
��
 u

Calculated(G(V,E))

*����� ��� �������"� �������� ��� ��
���� ��� ����
 ���
 ��
���
 ���

������� G(V,E)

Cu→v �� ������ ��� ����������
���� ����� ������ ���
��� �� ����
 ��� ���!

�� 	��� ���� ��
�� u ��� �� ������
 ��� ����� 	��� �� ������������

��
�� χ� χ ∈ Sv ∪ {v} − {u}
D 3������
 ��� 
�
 �������� ���
 ��
��� �� ��� ������

du→v ) ��� 
�
 ��� �������� 
��� ��� �����  � ������ �� ����� 
�� ����� ���


��������
 ������� ����
���� ������
���� �� 
	� ������ ���� �� ������

�������

d 3���
 ��� 
�
 ��� du→v ��� ���
 ��
 
��������
 ��� ������

F 1�������� 
�����
 ��� 
�
 ��� �������

fK ) ��� 
�
 ��� �������� ��� ����������� ��� �� ���������� ���
����	�	


��� K

fu(x) %���"��
� �� 
�� k ���� ��� ����� Galois �� 
�� q ��� ���� ����� ��

���� ��
�� u

G(V,E) ) �����
 
� ��
���
 �� ������ V ��� ������
 �� ������ E

Gmin 0 �������	 ����	
��	 �� 
������	 �	
 ,�
���������
 %�������


GF (q) �� �������
��� ����� Galois �� 
�� q

hu→v ) ��� 
�
 hu→vq
2 ����������� ���� ��� 
� ��� 
��������� u → v ���

�������� �� ������ ��� ���������� 
�� ������� ����
� ���� ��
�� u

h 3���
 ��� 
�
 ��� hu→v ��� ���
 ��
 
��������
 ��� ������

k ) �� 
�
 ��� �������
�� ��� ����� Galois �� 
�� q

L �� 
��� �
 ���
 ��������

l 0 �� ����	�� ��
 ���
 ��
��
 ����� �� 
�������� �� ������� ���� ���� �����

��� ������� ����� 	 .��-	 ���� ����� ����-� � �������
�
 �	
 
������	


lK 0 �� ����	�� ��
 
�� .��-	 ����� �� ������� ��� K
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m *��������� ���������� ��� ���������� ��
 
��������
 ���
 �����������

�������	
 
����

mu→v ������ 
�����	�� ��� ����������� ��	 
������	 u → v �	
 ����������


����������
 ��� ���������� ��
 
��������
 ���
 ����������� �������	



����

Mu→v �� � ����
� ���� ��� ������� 
�����	�"� mu→v

maxZ{X} 0 
�����	 ��
� ��� 
����� �� ����� �� 
��� �
 Z

Lower(N,D)) 
��������
 ��� 
�
 �������"� �������� ��� ��
���� ��� ��� ������ 
�

N ��
���
 ��� 
������ ��� 
� �������� D

maxGmin 0 
�����	 ��
�
 �	
 �������	
 ����	
��	
 �� 
������	
 �	
 ,�
�������!

��
 %�������


N �� ������ ��� �����"� ��� 
"�

p %� ����	�� �������	


pji,u→v %� ����	�� �������	
 ��� �	 ����� ����� i ��� ������� j ��� �	 
������	

u→ v

p0 ��
� �	
 �� ����	��
 �������	
 p ��� �	� ����� 
�������������� 	 �� 
�!

�����	 PP

p0,u→v ��
� �	
 �� ����	��
 �������	
 p ��� �	� ����� 
�������������� 	 �� 
�!

�����	 PP,u→v

pB0,u→v ��
� �	
 �� ����	�� �������	
 p > 0 ��� �	� ����� ���������������� 	

���������	 �����
 BP,u→v

pB̂0,u→v ��
� �	
 �� ����	��
 �������	
 p > 0 ��� �	� ����� ���������������� 	

���������	 �����
 B̂P,u→v

pmax ��
� �	
 �� ����	��
 �������	
 p ��� �	� ����� PP = PD

pmax,u→v ��
� �	
 �� ����	��
 �������	
 p ��� �	� ����� PP,u→v = PD,u→v

pBmax,u→v ��
� �	
 �� ����	��
 �������	
 p ��� �	� ����� BP,u→v = BD,u→v

pB̂max,u→v ��
� �	
 �� ����	��
 �������	
 p ��� �	� ����� B̂P,u→v = B̂D,u→v

ps,u→v ��
� �	
 �� ����	��
 �������	
 p ��� �	� ����� 
	����.���� 	 ������	

��������
 �	
 �� ����	��
 �������	
 
��
 
������	
 �
 ���
 p

p̃0 ��
� �	
 �� ����	��
 �������	
 p ��� �	� ����� 
�������������� 	 �� 
�!

�����	 P̃P

p̃0,max %��� ���� �	
 ��
�
 ��� p̃0

p̃0,min 7��� ���� �	
 ��
�
 ��� p̃0
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p̃λ,|S| ��
� �	
 �� ����	��
 �������	
 p ��� �	� ����� 
�������������� 	 �� 
�!

�����	 ��� �����
���
 ���� ����� ������ �� λ ��� |S|
p̃λ ��
� �	
 �� ����	��
 �������	
 p ��� �	� ����� 
�������������� 	 �� 
�!

�����	 ��� �����
���
 ���� ����� ������ �� λ ��� ��� �� |S|
p̃|S| ��
� �	
 �� ����	��
 �������	
 p ��� �	� ����� 
�������������� 	 �� 
�!

�����	 ��� �����
���
 ���� ����� ������ �� S ��� ��� �� λ

p̃ ��
� �	
 �� ����	��
 �������	
 p ��� �	� ����� 
�������������� 	 �� 
�!

�����	 ��� �����
���
 ���� ��� ����� ������ �� λ ��� |S|
P̃P %������������ �� 
������	 ��� �����
���
 PP ��� �	� %� ������� %�!

������ �� ����	 
� ��� ��� 
� ��� ��������

P̂P %������������ �� 
������	 ��� �����
���
 PP ��� �	� %� ������� %�!

������ �� ����	 
� �� ������ ���	�	
 ����
����

PK E� 
������	 ��� �����
���
 ��� �	� �������� K

PK 3��	 �� 
������	 ��� �����
���
 ��� K

PK,u→v 3��	 �� ����	�� ��������
 �	
 
������	
 u → v �� ��� ������� ��� �	�

�������� K

PK,i,u→v %� ����	�� 	 
������	 u → v �� ����� �������
 ��	 ����� ����� i ���

�	� �������� K

Powert 1���
 
������	
 ���
 ��
���

Powerr 1���
 ��&	
 ���
 ��
���

Q �� ������ ��� �	�"� ��� 
"�

q %�"��
 ��� 
�
 � ������ ����
	 ��"��� ��� 
�� ��� �� ���.�� ��� �� 
�

��� Galois ������

R �� ������ ��� ����
����"� ��� 
"�

R(α, β) ) ��� 
�
 Ramsey ��� ��� ��������
 α ��� β

Ru→v �� ������ ��� ����� ������ ��� ��� ����� ����� �� ���� ��
�� u ���

���
 �����
 	 
������	 u → v 
����� �� ����� �"�� ����
 ��� ������� ��

� ����

sχ �� χ!���� ���������� ���
 ��������

Su *����� ��� �������� ��� ��
��� u

SKu→v *����� ��� ��
��� ��� ������ �� 
��������
 ��	���.��� �	 
������	

u→ v� ��� K

|S| 3���
 ��� 
�
 ��� �������� ���
 �������
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|S|/D %�����	�� �	
 ���������
 ���
 �������

Upper(N,D)) 
������
 ��� 
�
 �������"� �������� ��� ��
���� ��� ��� ������ 
�

N ��
���
 ��� 
������ ��� 
� �������� D

V �� ������ ��� ��
��� ���
 �������

V ar{|S|} /������	 �	
 ������	��
 �	
 ���������


W (G(V,E))

� W

3������ ������	��
 ���������
 ��� ������� G(V,E)

xu→v ) ��� 
�
 ��� ��
���� ��� �� ������� �� ������ ����
���� �� �����

.	���� �	 
������	 u→ v ���� ��
�� u

x 3���
 ��� 
�
 ��� xu→v ��� ���
 ��
 
��������
 ��� ������

Z �� ������ ��� �������� ��� 
"�

Zn �� ������ ��� �������� ��� 
"� modulo n� ��� ������ ������ ��� 
� n
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